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LECTORI SALUTEM. 



Mathematicorum et naturae scrutatorum huius universitatis ordo 
in sessione anno MDCCCIC a. d. XIV. Kalendas lanuarias habita 
ad soUemnia centenaria diei illius celebranda^ quo die 

lOANNES BOLYAI 

natus est, natalem eius domum tabula ornandam et libellum eden- 
dum decrevit, quo, quantum geometria absoluta, a Ioanne Bolyai 
condita, ad disciplinas mathematicas saeculo undevicesimo promoven- 
das valuerit, demonstretur. 

Quem librum sempiterna lingua Latina conscriptum et societati- 
bus doctis litterarumque universitatibus et artis mathematicae cultori- 
bus totius orbis oflferentes, facere non possumus, quin gratias quam 
inaximas agamus cum Summo Ministerio per Regnum Hungaricum 
rebus sacris atque institutionibus publicis praefecto, quod liberalissime 
pecunise prsesidia ad libellum edendum necessaria praebuerit, tum 
Academiae litterarum Hungaricae, cuius voluntate benifica fieri potuit, 
ut simulacrum epistolae a Ioanne Bolyai ad patrem datae, quae ma- 
ximi ad geometriae absolutae historiam momenti est, in initio libelli 
poneremus, tum vero viris clarissimis, qui huic libello conscribendo 
operam non denegaverunt. 



VI 



Proinde hic libellus, qui testimonio sit patriam summi, quem tulit, 
viri memoriam colere et observare, prodeat et pro sua parte efGciat, 
ut disciplinae a Ioanne Bolyai conditse studium crescat et augeatur. 

Dabamus anno MCMII a. d. XVIII Kalendas lanuarias, Claudio- 
poli in Hungaria, ex decreto Ordinis mathematicorum et naturae scru- 
tatorum Regiae litterarum Universitatis Hungaricae Francisco-Iose- 
phinae Claudiopolitanae : 



LUDOVICUS SCHLESINGER, lULIUS FaRKAS, 

huius libri redactor. h. t. decanus. 
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NOTANDUM. 



Dissertationes 11, III praeterea operum indicis introductionem Ru- 
DOLPHUS FucHS, philosophiae candidatus, epistolam Ioannis Bolyai autem 
Gabriel FinAly de Kend, philosophias doctor, in sermonem Latinum 
vertit. Dissertationum versio ab auctoribus diligenter examinata est, qua 
in re FinAly, vir doctissimus, correcturae plagulis legendis operam non 
denegavit. 



EPISTOLA CUIUS SIMULACRUM 
HUIC LIBRO PR^FIXUM EST 
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AD WOLFGANGUM BOLYAI PATREM DATA 
IN LATINUM CONVERSA. 



5o; 38-1, Temesvarini, 3*"* Nov. 1823. 



Carissime Pater! 

Tam multa eaque gravia ad te de novis meis inventis scribenda 
habeo, ut nunc nequaquam alio modo mihi consulere possim, nisi 
nuUis alliis rebus indulgens quartam solam plagulam perscribam. 
Exspecto responsum tuum, quod ad meas litteras duarum plagularum 
mihi debes. Forsitan nihil scripseram antequam tuas litteras accepis- 
sem, nisi litteras ad coniugem Baronis datas atque in involucrum 
ad te missum inclusas mittere voluissem, quas ut tradas, humillime 
te rogo, Carissime Pater. 

Omnium primum respondebo tibi de Binomio. Demonstratio quoad 
exponentes integros positivos, ita ut conscripsisti, perfecta est, scilicet 
si forma seriei a priori nota est, ut eo genere demonstrationis uti 
possimus ; at si lex coefficientium nequaquam nota est, ut fuit ei, qui 
primam inquisitionem formulae fecit, hic modus applicari non potest, 
nonnisi formulae ad secundam et tertiam potestatem ab inductione 
praeformentur ; at hoc idem est ac in caligine volutari, serie enim 
generali plane ignota unde deducatur fore, ut formula 

a3 -4- T^a^b -+- 3ad^ -H ^3 
formulae 

«3 -h 3^3-1* -h i— ^3 2 i* H- - 3 ' ^ ' ^ ^3-3 ^3 
^ 1.2 I .2.3 

subscribatur? Demonstratio autem tua, Carissime Pater, habet pro- 
priam laudem, quia brevissima est. Lacroix queritur a scriptoribus 
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quidem omnibus demonstratum esse theorema binomiale, sed demon- 
strationem rigorose tantum pro [exponente] integro positivo valere, 
itaque ipse generaliter cum rigore demonstrare coepit, sed ubi diffi- 
cultates incipiunt, etiam eius demonstratio haerescit, quamquam pro 
integro positivo nimirum valet et rite mutata etiam pulchra est. Ego 
autem credo pro integro positivo naturae maxime conveniens, quinimo 
directissimum ac prope brevissimum iter esse, quod ex theoria com- 
binationum sequitur, quia immediate fiuit ex regula multiplicationis 
nota. Theoriam combinationum et permutationum, (de qua tantum 
longe et confuse scriptum est) iam dudum tam evidentem, facilem 
directamque in viginti plagulis octava forma conscripsi, ut facile 
dixerim : non plus ultra. Vega etiam multum operae dedit huic theo- 
riae, quae apud eum nimia arte ac studio efficta, tamen pessima con- 
fusaque est ; in fine partis primae parvum additamentum etiam legitur. 
lam transeo ad partem alteram demonstrationis, quae vere pul- 
cherrima, evidentissima et quoad rei naturam brevissima etiam est, 
sed ut scripsisti, Carissime Pater, abest complementum, quod in casu 
seriei decrescentis essentialiter necessarium est. Demonstratio bre- 
viter haec est : Quodvis sit q et /, c o n c i p e r e possum has duas 
series 

i-^rqx-^- ^-^ ^ x^A in infinitum 



1.2 



et 



-1- ^^ a:* H in infinitum ; 



^ 1.2 



et si has series ita concipio, de complemento nimirum nuUa 
quaestio fieri potest, utrasque enim series concipere possum extensas 
in infinitum, ut exempli gratia 



a a 
a 



X X' 
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Itaque si duae series altera per alteram multiplicantur, nempe 
singuli termini per singulos in infinitum, certum est seriem secun- 
dum ipsius x potestates progredientem fieri, quarum exponentes a 
o incipientes semper unitate crescent in infinitum. Si temos primos 
terminos exsequaris, evidenter fiat 

(iH-yjc-h — ) (n-/:v-h — ) = I H- [p-^q) x -h ^^"^^^^^"*"^~^^ JC^H 

et si ulterius calculum evolveris, eadem regula coSfficientium erit. 
Nunc quidem hic recte potest applicari, Carissime Pater, demon- 
stratio a te data, quia iam regula manifesta est iam iamque apparet 
fore, ut eadem regula semper valeat. Demonstras itaque regulam, 
si vera est de cofifficiente «*°, veram esse de «H-i*°, et quidem 
pulcherrima ingeniosissimaque forma atque aperto simplicique modo. 
Ergo iam certum verumque est 

L 1. » jk JL 1.40 J 



esse, si utraque series in infinitum excurrit. Ponatur nunc p prius = y, 
deinde ordine = 2y, = 3y, . . ., =fnq (ubiwinteger positivus 
est, nam nequaquam est negativus, quemadmodum tu, Carissime 
Pater, festinans scripsisti); tunc erit 



Sed quia propositum est ipsum q cuiusvis valoris esse posse, sit 
y = — ubi et n integer positivus erit, ut m erat; erit 
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n_ln^__\ m.n I m.n \ 

\ m 1.2 I m 1.2 



== I -h- «JC H -r-r-^ x^-h 

1.2 



et quia n integer positivus est, porro =(i-ha:)'*, itaque 



m \m I 






quod erat demonstrandum. 

Notandum est potestatem w-tam seriei 



n 

IH X 

m 



seriem finitam esse, quia 

I + nx 

interrumpitur; co6fficientes terminorum subsequentium omnes 
= o sunt. Miror tamen, quod procedente demonstratione (quae perfe- 
ctissime fluit) cogitare potes quasi ( i -I- x)^ ipsum absolute = esset 
seriei decrescenti prius descriptae. Sed de hac re alias; experiemur 
quoad exponentes etiam negativas. Nunc de aliis, quantum spatii 
mihi in charta datur. 

Statutum ac deliberatum habeo de parallelis, simulac, quae inveni, 
in ordinem digesserim, perfecerim atque ut primum potuerim, opu- 
sculum me editurum esse. Hoc ipso momento temporis res nondum 
excogitata est, sed via, quam ingressus sum, propositum mihi finem, 
si finis ille alioquin attingi potest, pro certo fere promisit. Elabora- 
tum quidem nondum est, sed tam mira deduxi, ut ipse etiam ad- 
miratione stupeam, irreparabileque damnum esset, si ignota manerent. 
Si legeris, Carissime Pater, probata tibi erunt. Nunc amplius nihil, 
nisi me ex nihilo novum et alium mundum creavisse, omniaque, quae 
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adhuc miseram, casam esse pro turri. Persuasum mihi habeo hoc 
non minori laudi mihi fore, quam si iam perfecerim. Responsum 
tuum aetema erga te pietatis pleno animo exspectabit filius tuus 

BoLSAi m. p. 



P. S. Ponderosas litteras scribebam, sed haud procul absumus, 
ita taxa nimis magna non est. Fac ut solvendum mihi sit semper 
pro ponderosissimis tuis litteris, quae sint vel ponderosissimaei 
maximo gaudio solvam eas. 

P. S. Ingenii mei nata, Carissime Pater, coram te ita sum ausus 
diiudicare, uti mihi de iis persuasum habeam; nuUam enim inter- 
pretationem perperam factam timeo, uti immeritam; fiducia haec 
nihil aliud est, nisi ut patrem meum certis in rebus tamquam ali- 
quod exemplar mei intuear. 
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INTRODUCTIO. 



Si independens variabilis 

uniformis functionis periodicae x =/{rf) plani Euclidei 2* punctis, 
ut usus repraesentatur, variabili ij periodo cj aucto plani translatio 
parallela in se ipsum respondet. Functionis /{rf) periodicitas igitur 
geometrice ita describi potest, ut hanc functionem in translationibus 
quibusdam parallelis plani Euclidei non mutari dicamus. 

Constat generalissimam plani Euclidei translationem formula 

^—e^^^'{rf-hco) 

exprimi, in qua aequatione ^ angulum realem, a> autem quantitatem 
quamlibet designat, quse ex translatione parallela ^-1-0 et ex rota- 
tione, quae fit donec angulus -d* formetur, componi potest. Quo facto 
uniformes functiones, quae in plani 2^ translationibus quibusdam ex 
translationibus parallelis et rotationibus compositis non mutentur, 
efficere minime difficile erit. Quse functiones non solum fiinctionibus 
biperiodicis adhibitis exstruuntur, sed etiam dici potest, uniformium 
complexae variabilis functionum, quae tales sunt, ut in plani Euclidei 
translationibus quibusdam non mutentur, classem biperiodicarum 
fiinctionum classe in summa exhauriri. 

In uniformibus complexae variabilis eis functionibus quaeren- 
dis, quae antieuclidei plani translationibus eiusdem momenti atque 
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biperiodicae plani Euclidei translalionibus sunt, ad functionum clas- 
sem deducimur, quae, quatenus unius variabilis functiones extendun- 
tur, naturalis biperiodicarum functionum classis generalisatio conside- 
randa est. 

Complexarum quantitatum analysim et geometriam absolutam, 
prsecipue geometriam plani absoluti, hypersphaerarum, sphaerarum, 
parasphaerarum inter se cohaerentes esse, 

lOANNES BOLYAI 

vir illustrissimus, qui geometriae absolutae autor est, iam perspexit,* 

cuius geometrae memoriam hoc libello celebraturi sumus. Eae rela- 

tiones autem, quae sunt inter complexas quantitates et geometriam 

absolutam, quaeque ad theoriam ftinctionum classis, quam supra com- 

memoravimus, spectant, exploratorum fructibus, in quorum numero 

praecipue Beltrami et Pgincar^, viri illustrissim i, putandi sunt, con- 

tinentur. De quorum enim virorum sententia BoLYAiani plani puncta 

uniformiter complexorum valorum universitati assignari possunt eorum, 

ad quos 

i-*-(;(/2-|-^2j^Q 

est, ubi c cum positiva quantitate a Bolyai in «Appendice» i de- 
signata, quae quantitas illius plani BoLVAiani vim definit, aequatione 
ct^ — — I coniungitur. Qua re complexi valores 

ad quos 

I -h c (/« -h y*) = o 

est, plani BoLYAiani punctis in infinitum remotis respondebunt, cuius 

* Ad haec conferas §§. 9— ii. Responsionis, quam Stackbl, vir clarissimus, ez iis, quae 
I . Boi.YAt reliquit. edidit (Mathematische und Naturwissenscbaftliche Berichte aus Ungam, 
t. XVI, pag. 288. squ.) et eaa notas, quas idem Stackel edidit (eodem loco t. XVIII, pag. 256. squ.). 
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plani translationes in se ipsum proiectivis substitutionibus 

(I) ^=^^ 

unitatis determinantem habentibus exprimuntur, quae expressionem 

positivo factore excepto in se ipsam transformant. 

Uniformes fiinctiones ipsius 17, quae in plani BoucAiani transla- 

tionibus quibusdam non mutantur^ tum variabilis 17 eis valoribus solis, 

qui indequationi 

H-c(/*H-y2)>o 

satisfaciunt, definitse eosdem valores assumunt sub stitutionibus quibus- 
dam, quae formam (i) habent, ad rf applicatis. 

Harum functionum casum specialem (quse dicitur functio modu- 
laris) functionum biperiodicarum tbeoria ipsa offert; generalis theoriae 
auctor est ill. Poincari^, qui has fiinctiones FucHsianas appellavit, 
quae theoria ab eo ceterisque aequahbus mathematicis magis elaborata 
est Cur functiones FucHsianse adeo insignes factse sint, causa est eius 
rei, quod cum analyticarum proprietatum copia iucundae sunt, tum 
quod ad multiformes relationes quasdam inter duas complexas varia- 
biles uniformandas applicari possunt. Quo modo enim uniformes loci 
functiones in superficie RiEMANNiana, si simpliciter connexa est, ratio- 
nales, si tripUciter connexa, uniformes et biperiodicae variabilis auxi- 
liariae functiones repraesentantur, eodem modo si superficies Riemann- 
iana 2/ -4- i-pliciter connexa est, ubi />i est, loci functiones in 
hac superficie uniformes FucHsianae variabilis auxiliariae fiinctiones 
repraesentari possunt. 

Eadem repraesentatione efficitur, ut in geometricam taHum 2/-*-i- 
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pliciter connexarum superficierum constitutionem inspicere possimus, 
praecipue autem, quam sint invariantes et in deformatione continua 
et in repraesentatione conformi proprietates, magnopere patet. 

Quantopere valores omnes, quos independens fiinctionis FucHsianae 
variabilis assumat, plani BoLYAiani punctis repraesentari referat ad 
theoriam harum functionum inde cognoscitur, quod ea re non solum 
analogias fiinctionum, quae in plani Euclidei translationibus non mu- 
tantur, persequi possumus, sed etiam eae notiones ipsae, quae fiinc- 
tionibus FucHsianis solis propriae sunt, producuntur. Aitque ill. PoiN- 
car6* «Cette terminologie (sc. 1. absolutae geometriae) m'a rendu de 
grands services dans mes recherches». 

Functiones FucHsianae cuiusmodi hoc loco commemoratae sunt, 
(ex illius PoiNCARife designatione : primae, secundae, sextae familiae) in 
duas partes generalisari possunt. Primo ea condicio, qua fiinctiones 
non sunt, nisi variabilis eos valores assumat, qui realibus plani 
BoLYAiani punctis repraesentantur, negligi, deinde determinatio, qua 
substitutionibus proiectivis plani BoLYAiani translationes in se ipsum 
repraesententur, toUi potest. 

Etiam theoriae earum functionum, quae determinatione sublata 
exsistunt, quasque ill. Pgincar^ KLEiNianas designavit, absoluta 
geometria utiUs fieri potest, cum** proiectivae variabilis complexae 
substitutiones quaevis translationum loco spatii BoLYAiani, cui tres 
dimensiones sunt, habeii possint. 

Conabimur in sequentibus absolutae geometriae ad functionum theo- 
riam applicationes, quas hoc loco paucis indicavimus, adumbrare, ut 
a problematibus geometricis profecti magis syntheticam constructio- 



* Acta Mathematica, t. I. pag. 8. 
*^ Confer e. g. PoiNCAiti. AcU Mathematica, t. III. 
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nem theoriae functionum FucHsianarum (primae, secundse, sextae fami- 
liae) et cognatarum fiinctionum quarundam paucis delineemus. Com- 
memoratarum generalium functionum, quae substitutiones proiectivas 
patiuntur, theoria velim plane neglegatur, quoniam hoc opus eo con- 
silio, quod persequatur, limitatum est. 



L 



DE ANALYSIS SITUS CONSIDERATIONIBUS. 

RiEMANN, viro illustrissimo, debetur, quod perspeximus in ana- 
lyticis relationibus quibusdam geometrice illustrandis non solum 
qualitates geometricarum figurarum metricas magni momenti esse, 
sed etiam eas, in quibus de portionibus et regionibus solum agitur^ 
ut non ad quantitatem atque ad extensionis mensuram, sed ad ordi- 
nes et situs modum, ut ill. Listing** dicit, pertineant. Harum qua- 
litatum doctrina, quae sunt geometricis figuris, termino, cuius autor 
Leibnitz ^•^'^^, vir illustrissimus, est, Analysis Situs nominatur. Su- 
perficierum qualitatibus autem, quae analysis situs sunt, idem loannes 
BoLYAi operam dedit. In amplo manuscripto, quod extremis aetatis 
annis confecit, quodque Raumlehre inscribitur, nonnuUae notationes 
inveniuntur, quas STiECKEL, vir clarissimus, qui hoc manuscriptum 
inter relicta manuscripta invenit, mecum benigne communicavit. 

tSimplex linea est cursus puncti, quod locum relictum non iam 



* RiBMANN, Opera Mathematica (Lipsiae, 1890) pag. 91. 
** Censns r&umlicher Complexe (Gottingae, 1862) pag. 13. 

*** LiSTiNG in nnmero secondo Prsestudioram Topologiae (Gottinger Studien, 1847, I. pars) sic 
dtat : cje croy, qu'il nous £aut encor une autre analyse proprement g^metrique . . . qui nous ex- 
prime directement situm, comme TAlg^bre exprime magnitudinem.t 
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intrat, sed ad id punctum, unde egressum est, redit.t Similiter sim- 
plicem superficiem definienti difficultates offeruntur. tEx superficie 
qualibet focorum numerus quivis pungi potest, ibique adactae ca- 
nales binae congeri possunt. Talis est generalissime simplex super- 
ficies.» Ad haec in margine nota adiecta est: «Argumentum perqui- 
ratur», cum alia notatio praescribat: «Diversa simplicium superficie- 
rum genera enumerentur», Distinctio inter diversa simplicium super- 
ficierum genera a Bolyai indicata varietatum duarum dimensionum ex 
analysi situs distributionis naturam re vera attingit. 

Si enim ponimus, superficiei partem quandam /v planam, quae r 
lineis continuis finita sit, 2/ focis affectum esse, qui bini canalibus sine 
nexu coniuncti sint, item superficiem r lineis finitam Fr,p obtinemus, 
cui cohaerentiam 2/-f-r esse Riemann* sensit. Si non a superficiei 
parte Fr r lineis finita, sed a superficie in se ipsam redeunte e. g. a 
sphaera proficiscimur, fieri non potest, quin hanc, ut Riemann et 
LiSTiNG, viri illustrissimi, puncto sublato in superficiem una linea fini- 
tam esse mutatam cogitemus, ut igitur pro superficie in se ipsam 
redeunte F^ numquam superficies F^ una linea finita non statuenda sit. 
Haec superficies, quae ex altera in se ipsam redeunte, 2p focis punctis, 
qui bini canalibus coniuncti sunt, provenit, nihil abhorret ab ea super- 
ficie, qua F. Klein, vir clarissimus,** superficie normali generis p 
primus usus est. Generaliter superficiem Fr,p superficiem norma- 
lem BoLYAianam r lineis finitam et 2^ -+- r-pliciter connexam de- 
signemus. Atque Bolyai dicit (vide supra): iHanc normalem super- 
ficiem generahssime simplicem esse», id quod sic intelligendum est. 

Sit M^ generaliter duarum dimensionum varietas, quae cum in 

* Opera Mathematica, pag. 92 sqn. 

** Ueber Riemaim*s Theorie der aJigebraischen Fimctioiien und ihrer Integrale (Lapsiae, 1882) 
pag. 26; cf. Clifford, Proceedings Societatis Mathem. Londin. t. VIII (1877). 
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spatio EucLiDEO diinensionum nuineruin quemvis habente continea- 
tur, his aequationibus 

(l) Xi=ek{u, V) (4^1,2 n) 

expiimi potest, ubi Om sunt analyticae duarum realium variabilium 
Uy V functiones et Xij...yXn sunt illius Euclidei spatii eae coordi- 
natae, quibus elementi linearis ds quadratum hac forma 

dx] -f- dxl H h dx^ 

exprimitur. Tum varietatis M2 elementi linearis quadratum forma 

definita positiva 

(2) Edu^ -t- 2 Fdudv -4- Gdv^ 

diflferentialium du^ dv datur. 

Ad plane definiendam varietatem M^^ praeter aequationes (i) 
inaequationibus quibusdam ut opus sit fieri potest. Insuper ut bre- 
viter loquamur, semper supponimus, varietatem perquirendam esse 
bilateralem, ut ill. PoincarA* sensit. 

Si autem nobis sunt duae secundae dimensionis varietates eae, qua- 
rum omnia puncta^ alia ad alia, ad se ita referantur, ut singulis curvis 
alterius singulae alterius correspondeant, utque curvae correspondentes 
pariter et continuae et finitae et infinitae sint, varietatem utramque 
homoeomorpham esse sicut ill. PoincariS** dicimus. Homceomor- 
phae vaiietates ex analysi situs aequivalentes considerari possunt. 

Ex theoremate, cuius autor Jordan, vir clarissimus, est,*** neces- 
saria et sufficiens condicio, qua duae varietates M^ M' homceomor- 
phae sint, posita est in ea re, 



* Anal^rsis Sitns, Joarnal de rScole Polytechnique, series II, fiasc. I. 1895. pag. 27. 
** 1. c pag. 9. 

*** Jonrnal de Math^matiqnes (Uoaville), ser. II. tom. XI, cf. Dyck, Mathem. Annal. t. XXXII. 
pag. 485, PoxNCARi, 1. c. pag. 70. 
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1. quod linearum finientium numerus idem est, quodque curvae 
finientes, alise aliis e continuitatis lege correspondeant ; 

2. quod eis eadem cohasrentia est. 

Quo fit, ut omnis bilateralis w-pliciter connexa varietas r lineas 
finientes habens, superficiei Fr,m=L BoLYAianae normali (differentia 
tn — r est semper par numerus) homoeomorpha est, ita, ut igitur 
superficies normalis BoLYAiana varietatis generalissimae ;;i-pliciter 
connexae r lineas finientes habentis repraesentatrix ex analysi situs 
re vera considerari possit. Cum supponatur Mt. in n dimensionali 
spatio EucLiDEO situm esse, M^ continua intra hoc spatium Eucli- 
DEum deformatione ad superficiem BoLVAianam normalem, quae in 
eodem spatio cogitanda est, transferri posse dicere licet. Quas res 
iam considerabimus, earum initium capimus a superficie normali 
/V,^, cuius r lineas finientes per ai,...,ar, canales autem per 
R^,...,Rp designemus. Lineam finientem a, fingimus esse punctum 
delatum (trema), ut, si r = i est, superficies in se ipsam rediens pro- 
veniat. 

Quae superficies normalis hoc sectionum systemate in simpliciter 
connexam secetur : 

Primo sectiones G, Z)*(i = i, 2, ...,/) a puncto Ur proficiscentes 
ponimus, ita ut Ck canalem Rk in longitudinem rescindat, cum Dk 
nullo puncto, quod a puncto a^ diflFert, Ck tacto, circum Rk circum- 
feratur ; deinde singula linearum finientium ^i , . . . , ar-i puncta sectio- 
nibus /i , . . . , /f^i cum a^ coniungimus. Sectiones universas fingimus 
positas esse iuxta lineas continuas, quae inter se non secent, quaeque 
tales sint, ut in earum punctis extremis solum directiones discontinue 
mutentur. Ordine bene dilecto sectiones positae superficiem Fr,p in 
simpUciter connexam superficiem /v,/ mutant, cuius Unea finiens ex 
utraque ripa sectionum universarum 
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Ci, D]t (*— 1,2..,.,^), 

Ix (^— ^» *i • • • ' '^) 

constat. Si lineam ita percunimus, ut superficies/v,/ a dextra manu ma- 
neat, ripa ipsius l^ prima tacta negativa (/;f), altera positiva {ll) velim 
nominetur. Quomodo sectionum G, Dk ripae designentur, quemque 
ordinem assumant, ita velim determinetur, ut sectionum ripae in per- 
currenda linea finiente superficiei Ft,p in positivam directionem (id 
est ita, ut superiicies a sinistra maneat) hac serie servata 

Lr—x , Ir—i , • • • , ^i ) *i , C/i , Ui , Ci , U\ , • • • , C^ , Up , iJp , Up 

traiciantur."*^ 

Quo facto simpliciter connexam sive planae, sive curvae varietatis 
partem, in qua sit polygonum ^r,p simpliciter connexum 4^-4-2 (r — i) 
latera habens, fingimus. Haec latera, quamvis continua, tamen lineae 
quaelibet sint. Ea puncta, ubi duae excipientes lineae coUidunt, po- 
lygoni angulos efficiunt. Ab angulo quovis incipientes positiva 
directione servata ipsius €>r,p limitationem percurrimus et latera ex 
ordine designamus sic: 

^;_i, 5;Lx, . . ., ^1, sX, 7+, ^X, 77, 81, . . ., 7+, J+, yj, <J^. 

Quibus lateribus continuas singulas simpliciter connexae superficiei 
Fr,p limitationis partes ita assignamus, ut sectionis 4 ripae /;[", Ix 
lateribus ^j", ^^, sectionis Ck ripae Q", Q" lateribus y^, yj, sectionis 
Dk ripae Z>^, D^i lateribus Sk^ Sk respondeant. Qua ex re sequitur, 
ut superficies Fr,p polygono 0r,p homoeomorpha sit. Duo polygoni 0r,p 
latera esse coniugata, si unius eiusdemque sectionis ipsius -/v.^ripae 
utrique, polygoni angulorum autem systemate cyclum fieri, si ipsius 

* Cf. Klbin, Mathematiscbe Annalen, tom. XXI. pag. 183. sqa. 

2* 
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Fr,p puncto uni eidemque respondent, ut Pgincar^*, dicemus, ut om- 
nis angulus A,-, ubi coniugata latera jt", ^t coUidunt (<'=i, 2, . . ., r — i), 
per se ipsum cyclum efficiat, cum ceteri anguli, qui omnes ipsius/v.^ 
puncto ar respondent, coniuncti cyclum efficiant. Hos angulos per 

designamus, atque ita, ut ipsius s^ punctum extremum, quod a Ai diflfert, 
A^^'' nominetur, ceteraque AJ.*' ordine, qui crescentibus numeris i con- 
stitutus est, polygoni limitationem in negativam directionem per- 
currendo, succedant. Ad ipsius ^r,p angulos ita componendos, ut 
cycli efficiantur, regula ab illo. Pgincar^ data**^ valet, quae a rela- 
tione inter polygonum ^r^p et superficiem Fr,p non dependet. Ab 
angulo quolibet directione positiva servata latus attiguum, deinde 
coniugatum, tum punctum extremum sequens, tum latus attiguum, 
tum coniugatum, tum punctum extremum sequens percurrimus neque 
desinimus dum ad angulum, a quo egressi sumus revertimus, quocum 
anguli, quos eo modo transgressi sumus, cyclum una efficiunt. 

Qua ratione usi cuivis varietati M^ 2/ -h r-pliciter connexae, r 
lineis finientibus limitatae polygonum, cuius vis ^r./ est, assignare pos- 
sumus, quod polygonum ei varietati, quae sectionibus aptatis in sim- 
pliciter connexam mutata est, homoeomorphum est et ad M^ e situs 
analysi determinandum plane sufficit. 

E contrario in simpliciter connexa varietatis cuiuslibet parte, 
polygonum, cuius vis sit ^r.p^ datum sit. Hoc polygonum ^r,p primo 
deformationi continuae subicimus (intra id spatium EucLiDEum in quo 
polygonum continetur), qua deformatione duo eius latera coniugata 
in congruentes (id est, qui spatii Euclidei translatione ad se trans- 

* 1. c. pag. 46. sqa. 
^^ Acta Matbematica, tom. I. pag. 20, 21. 
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ferri possunt) lineae arcus mutantur* Ita polygonum nascitur, quod 
^r.^ nominemus. Deinde iterum ita deformari fingimus, ut nunc 
congruentia bina latera infinite alia aliis appropinquent, quam varieta- 
tem 0r^p apellamus. Denique lateribus coniugatis binis conglutina- 
tis ad eam varietatem ^rlp peryenimus, quae, cum in locis a,* punctis 
extremis ki respondentibus et in loco ar, qui ex coniunctis angulis 
i}^ provenit, tremata ostendat, 2/ -l- r-pliciter connexa, r punctis fini- 
entibus limitata varietas est. Puncta az , . . . , a^ quae sunt in extrema 
superficiei, in lineas quasvis finientes amplificatas esse cogitare 
possumusi qua re superficies normalis BoLVAiana ipsa prodit, quse 
2/-hr — I sectionibus in simpliciter connexam varietatem conse- 
cari potest. Quae polygono ^r.p^ a quo egressi sumus, homoeomor- 
pha est. 

Hinc sequitur, ut omne polygonum, cuius vis est ^r,/, varietatem 
2/ -t- r-pliciter connexam r lineis finientibus limitatam e situs ana- 
lysi definiat. 

Polygonum 0r,p praeterea varie transformari potest. Polygono e. 
g. lineis quibuslibet, quae ex polygono non exeunt neque se, neque 
aliae alias secant, quaeque ab anguli puncto proficiscentes ad ceteros 
angulos ducunt, in ^p + 2r — 5 particulas triangulares diviso particu- 
larum a duobus polygoni lateribus limitatarum aliqua, sive 7, exsoluta 
expleri potest homoeomorpha, quae polygono accomodanda est iuxta 
id latus, quod polygoni laterum, quae ad r limitandum pertinent, 
alicui coniugatum est. Qui modus procedendi, quotiens velis, re- 
peti potest. Polygonum ^r,^, quod eo modo natum est, idem ho- 
mceomorphum est ei varietati simpliciter connexae, in quam 2p -¥• r- 
pliciter connexa varietas r lineis finientibus limitata sectionum 
apte dilectarum systemate dividi potest. Polygoni ^r.p^ cuius latera 
bina quoque congruentia sunt, quomodo anguli componendi sint. 
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ut cycli efficiantur, sequitur ex illi. Poincar^ regula quam supra 
commemoravimus. 0r,p ex 0r,p mutationibus e situs analysi concessis 
provenisse dicimus. 

Nunc omnes cursus, in se ipsos redeuntes universos, quos punc- 
tum jPo coordinatas («o, v^ habentes in hac superficie Fr,p percurrere 
potest, contemplabimur. Cursus in se rediens, quem punctum /© in su- 
perficie percurrit, pro operatione ad hoc punctum adhibita concipi 
potest,'^ constituendo, duo cursus, qui continua inter /v.^ deformatione 
ad se transferri possunt, aequivalentes eadem ergo operatione habean- 
tur. Cursibus qui in unum intra Fr,p punctum contrahi possunt, aut 
qu. i. e. qui per se totam bisdimensionaUs ipsius Fr,p partis finem con- 
stituunt, operatio identica assignetur. 

Sit porro Pt superficiei punctum, quod a /© differat, atque si 
eos tres cursus 

PoAP^, PoBPr, PoCPi, 

qui a Po ad Pi ducunt, conspicimus, PoAPiCPo cursum ex 
PoAPiB Po et PoB PiCPo compositum esse dicemus, in qua re 
componentium ordo non exigui momenti est.** 

Si cursus PoA Pi CPo in unum punctum contrahi potest, PoAP^ BPo 
et PoBPiCPo cursus contrarios esse dicimus, quod si ita est, cur- 
sus PoAPiB Po cursui PoBPiCPo) qui e contrario percurritur, 
aequivalens est. 

Si cursui in se redeunti W operatio 5", alteri cursui in se redeunti 
W operatio S' respondet, cursui ex W et W' composito operatio 
ex 5 et 5" composita, cursui W contrario operatio S inversa respon- 
det, qua re patet universitate omnium operationum 5, quae omnibus 
in se redeuntibus cursibus, quos punctum /o in superficie Fr,p per- 

* Cf. Journal far Mathematik (Crelle), tom. 105, pag. 203. Poincar^, 1. c. pag. 61 squ. 
** Cf. PoiNCARi 1. c. pag. 62. 
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currere potest, numerabilem coniunctionem'^^ G, in qua binae 
operationes inversae sunt, effici. 

Quae coniunctio G ex 2p-hr — i operationibus fundamentalibus 
hunc in modum componi potest: Ponimus polygonum 0r,p simplici- 
ter connexae superficiei homceomorphum delineatum esse et punctum 
/7oi quod in polygono ipso est, quodque ipsius /v,/ puncto /o respon- 
det, conspicimus. Si A polygoni 0r,p lateris supra -h signo aflfecti 
punctum, A' autem coniugati lateris punctum est, quod in deforma- 
tionis ipsius ^r.p in superficie stadio supra 0r,p designato puncto A 
infinite vicinum est, cursui A jPq A'y si in polygono ipso percurritur, 
cursus in superficie in se rediens respondet, qui sectionem, cuius ripae 
lateribus linea APqA coniunctis respondent, semel transgreditur 
atque directionem a ripa negativa ad positivam habet. 

Cum 0r,p omnino bina ^p-hr — i coniugata latera contineat, hoc 
modo 2p-^r — i cursus in Fr,p in se redeuntes adipiscimur, quos 
tales esse apparet, ut omnes in superficie in se redeuntes cursus ex his 
2/-hr — I cursibus igitur coniunctionis G omnes operationes ex his 
operationibus, quae his cursibus in se redeuntibus respondent, com- 
poni possint. Si autem primo eas operationes, quae cursibus in se 
redeuntibus, qui G, Du sectiones a positiva ad negativam ripam trans- 
grediuntur, respondent, 5*, 7i, deinde eam operationem, quae cursui 
in se redeunti respondet, qui iuxta lineam finientem a^ in directionem 
positivam percurrit, A^ nominamus, haec aequatio prodibit: 

Ar — — «^i JL I kji 1 \ ... kj^ Ji p \Sp 1 p .Ar — I • • • ."I • 

Coniunctio G magis concrete exprimi potest sic deliberando. 

Quod in polygono adhibendo bina quaeque latera coniugata duabus 

* Conianctio sc. operationum idem significet, qaod Gennanice: Gruppe. 
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lineis in superficie Fr,p congruentibus — nempe unius sectionis ripae 
utrique — respondent, facile perspicitur, polygonum ab initio ita de- 
ligendum esse, ut bina coniugata latera sint lineae congruentes. Quod 
ut efficiatur, cum forma et positio non limitentur, polygonum ^r,p in 
EucLiDEO sive antieuclideo plano delineatum esse ponimus atque 
ita, ut latera coniugata huius plani translationibus in se ipsum aliud ex 
alio proveniant. Generalitate non limitata ipsius ^r,/ latera rectas 
l i n e a s esse ab initio supponere possumus. Tale polygonum ^r,p planum 
et rectis lineis inclusum velim nominetur polygonum normale. 

Quo facto si translationes, quibus bina coniugata huius polygoni 
normalis latera ad se transferuntur, pro coniunctionis operationibus 
fiindamentalibus habemus, ista coniunctio e plani in se ipsum trans- 
lationibus composita, coniunctioni G plane sequivalens est. 

Coniunctio G, quam ad superficiem Fr,p e situs analysi descri- 
bendam sufficere plane manifestum est, nisi plani translationum con- 
iunctio concipitur, formularum ope exprimi non potest: quod ut 
consequamur, complurium plani doctrinae notionum mentio fiat ne- 
cesse est. 

11. 

DE PLANI IN SE IPSUM TRANSLATIONUM THEORIA. 

Concipimus per planum duarum dimensionum varietatem, quae 
in spatio Euclideo nescio quam dimensionem habente continetur 
ita, ut eius elementum lineare ds positiva definita diflferentiali forma 

ds'^ = Edu'^ -h 2Fdudv -t- Gdv^ 

detur, ad quam expressio ex E^ F, G et ex eorum partialibus diflFe- 
rentialibus secundum », v formata, qua expressione Gauss, vir sum- 
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muSy superficiei curvaturae mensura primus usus est, valorem con- 
stantem c habet. 

Si in 2^, t^ ese expressiones formantur, quse a deligendis his coor- 
dinatis non dependent, qualitates universae, quae his expressionibus 
sunt, disciplinam analyticam constituunt, in cuius formulis quantitas 
c apparet et quae plani curvaturae mensuram c habentis geometria 
cogitari potest; consentit enim primo, si c = o est, cum geometria 
plani EucLiDEi analytica (in quo parallelarum postulatum valet), 
deinde si c negativum est cum geometria plani analytica, cuius sy- 
stema est »S, cui Bolyai in Appendice operam dedit, et in quo quan- 
titati a Bolyai i designatae valor y — ^ est, denique si c positi- 
vum est, cum anal^rtica geometria in sphaera, cuius radius \-\- est, 
spatii EucLiDEi soliti, ita, ut planum si r; = o est, EucLiDEum, si 
c<;o est, BoLYAianum ^x c>o est, RiEBiANNianum dicatur. 

Planum ita in universum cogitari posse I. Bolyai ipse haud igno- 
rare, cum ex nonnuUis aliis I. Bolyai notationibus, quas clarissimus 
St^ckel ex relictis manuscriptis edidit, tum ex §. 9. Responsionis,'^ 
quam iam in Introductione comraemoravi, cognoscitur, ubi enim de 
superficie undique uniformi disserens haec dicit: «Quantita- 
tem illam r », inquit, «qua latera trianguli rectangnli in superficie qua- 
vis undique uniformi existentis dividenda sunt, ut statui possit 

c a b 

cos — = cos — cos — , 
r r r 

e. g. parametrum huius superficiei appellare placeat...!. 

Si I. Bolyai Gauss, viri summi, opus, quod inscribitur «Dis- 
quisitiones generales circa superficies curvas» et quod anno 

* Mathamatische und Natnrw. Berichte ans Ungam, tom. XVI. pag. 289. 
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MDCCCXXVIII editum est, cognovisset, intelligere potuit id quod 
superficiem undique uniformem appellaverat, cuius parameter r est, 
nihil aliud esse atque superficiem constantem, a Gauss designatam, 
curvaturae mensuram c = — ,- habentem. 

T 

Nunc autem nihil facit, nisi monstrat, in systemate S et plana 
et planis aequidistantes superficies (hypersphaeras) et sphaeras (locos 
punctorum uno puncto aequidistantium) et parasphaeras (superficies 
F Appendicis) categoriae superficiei undique uniformis esse et dicit : * 
«parametri superficierum sphaericarum reales, parametri superficierum 
plano aequidistantium imaginariae evadunt», cum*"^ ad parasphaeras 
parameter in infinitum crescat. 

Cum vero quidem in nono Responsionis paragrapho ^**^ planius ela- 
borato dicat, superficiem undique uniformem, F neglecto, solum sphae- 
ricam, planam aut plano parallelam (sc. aequidistantem) esse, re vera 
dicit verum, quoniam in systemate 5, ad quod quantitati a Bolyai t 
designatae nescio qui certus valor est, sphaerae, plana, hjrpersphaerae 
superficies constantis curvaturae mensurae sunt, inter quas semper 
tales inveniuntur, quarum curvaturae mensura cuilibet positivae aut 
negativae quantitati aequalis sit, cum parasphaerae sint superficies, in 
quibus curvaturae mensura ubique evanescit, ut in eis plani Euclidei 
geometria valeat, id quod Bolvai in Appendice (§. 33.) iam praecipue 
commemoravit. 

In hac paragrapho planum consideramus non certam veluti geo- 
metricam figuram quandam, quae varietatis EucLiDEae est, sed modo 
quatenus elementi linearis expressione datum est. Qua re posita 
theorema valere constat, planum, ut paulo antea descriptum est, 

* 1. c. pag. 289. 
** 1. c. pag. 292. 
*** ibid. tom. XVIII, pag. 286. 
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curvaturae mensura indicata plane definitum esse, id est duo plana, 
quorum curvaturae mensura eodem valore est, ad se uniformiter ita 
referri posse, ut correspondentia elementa linearia eadem sint. Hinc 
imprimis sequitur, ut plani unius eiusdemque partes aliquae hoc 
modo referri possint, id quod plani in se ipsum translationem 
appellamus. Mihi liceat huius theorematis probandi eam rationem 
indicare, qua simul ad generalissimam plani translationis constitutio- 
nem deducamur. 

Si in plano P isometricis coordinatis «, v institutis elementi 
linearis expressio haec est: 

(1) ds^^k^du^-^dv^ 

ex notis formulis sequitur, ut constans curvaturae mensura c ita ex- 

primatur 

I / ylogA aMogA \ 

^~ 2k\ du^ "^ dv^ /* 
Functio semper realis ipsorum u, v 

(2) U= log A 
ergo partiali aequationi diflferentiali 

(3) JU= — 2ce^, 

quae dicitur aequatio LiouviLLEana, satisfacit, ubi ut usus est, statuetur 

^rr ^U d^U 

JU= 1 

Si z = u-^v V — I posito, duae functiones variabilis complexae z 
monogeneae \i , y^ eliguntur ita, ut sit : 

(4) q> = 2e 2 =CiYiYi + ^2Y2Y2, 

ubi Ci, C2 duos reales constantes denotant, quorum productum 

(5) CiC2=C 
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est, ubique a complexae quantitatis a coniugatam designat, resultabit, 
ut Yn Ts bomogeneae ac lineari aequationi diflTerentio-differentiali 

(6) ^ = ^(^)-^ 

satisfaciant, ubi 

est et 

poni potest. 

Elementum lineare exprimitur hunc in modum 



^^' (c,tiTi-*-c«YaY«)' 

sive autem, integralium ratione 

(lO) r) = ^=p-^g/ZZi 

instituta, sic 



quae forma dicitur elementi linearis plani P canonica forma, 
item /, y appellantur coordinatse canonicae. 

Ut altera elementi linearis forma canonica ad alteram 






transeat, ita efficitur, ut pro systemate fundamentali fi , Y2 aequationis 
diflFerentio-diflferentialis (6) alterum ^i, y^^ ad quod 

dy^ dyi 

y^-d^-y^d^'^'^ 
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Cxji yx -4- c^y^ ^2 = Ct Yi Yi -4- C2 Y2 fa 
est, et deinde 

/i + yi/=T = 7x = -^ 
ponendum sit. 

Quam cum mutationem, elemento lineari non mutato, generalis- 
simae plani P in se ipsum translationi correspondere manifestum sit, 
talis translatio ut unimodulari homogenea lineari substitutione, quae 
ad fx, Y2 applicata formam HERMiTEanam 

9? = CiYiYi-i-C2Y2f2 
in se ipsam transformat, ita substitutione proiectiva 

ad quam 

(12) Ci -h C2 1?^ = {yri -t- S)^ (ci -h C2 Tjx ^i) 

est, exprimitur. 

Quas translationes ut planius describamus, eligimus Ci ita, ut Ci=i 
et C2 ita, ut Cz = c sit et distinguimus, utrum c>*o, an (; = o, an 
c<,o sit, id est eos casus, ubi planum RiEMANNianum, EucLiDEum, 
BoLYAianum est. 

Rectam lineam intellegimus eam lineam, quae per duo puncta 
(/i> 9^)y (/2) 9^ ducitur et ad quam integrale 






(13) Us=A\i/ . 9\rA'^ - 



C [p^ + y2)]2 

minimum fit. Hinc generalis rectae lineae aequatio sequitur, quae hanc 

formam induit : 

(14) / [i — c (/^ H- q'^)] -^^mp-h 2nq = o. 
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ubi ly mj n arbitrariae constantes sunt. Integrale (13), iuxta talem 
rectam lineam electum duorum punctorum (/i, yi), (/2» ^2) distan- 
tia velim appelletur. 

Ea puncta, quorum distantia a puncto / = o, g = o infinita ma- 

gnitudine est, ut ad ea 

(15) i^c{p^^g^) = o 

sit, plani elementa in infinitum remota componunt. Haec, si c >• o est, 
imaginaria sunt, si c = o est, unum in infinitum remotum punctum 
resultat, ^ = 00, ^ = 00, sin autem c<o est, puncta in infinitum 
remota continuum unius dimensionis reale componunt. 

Realia plani JF^ puncta sunt ea, quorum distantia a puncto / = o, 
g = o realis est, ita ut, si c^o est, omnibus valoribus /, g realia 
plani puncta respondeant. Sed, si c < o est, realia plani puncta oflferunt 
valores reales /, ^ solum ei, ad quos 

(16) i-hc(/2-hy2)^o 

est. Coordinatae /, q sunt tales, ut realibus omnibus binis /, g valo- 
ribus, qui, si c<o est, insequatione (16) limitati sunt, plani punctum, 
nuUo excepto, et vice versa uniformiter respondeat. 

Duae reales rectse lineae semper duobus punctis secantur. Si 
(/m 9^)j {p2, g^) ambo communia duarum rectarum puncta sunt, sem- 

per est 

I + c (/, -h y I V^i) (/2 — 5^2 /— I ) = o ; 

duo puncta, inter quae ea relatio est, polos figurae (15) in infini- 
tum remotae coniugatos esse dicimus; qua ex re commune dua- 
rum rectarum punctum, si c>>o, semper utrumque reale est,* sin 

* Utroque puncto identificato plani Riemanniani modificatio. quae a claro. F. Klbin primo 
cognita est, prodit. In hac dissertatione utmmque punctum alterum ab altero dififerens con- 
templamur. 
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c = Of alterum semper ad / = oo, y = oo vergit, ut alterum reale 
esse necesse sit, si c < o est, aut commune punctum utrumque ima- 
ginarium esse (coordinatis eis respondentibus /, q ipsis imaginariis 
factis), aut in punctum in infinitum remotum concidere, aut denique 
alterum reale, alterum imaginarium esse potest. 

Duae rectae lineae, quae ita se secant, ut angulum nuUum efficiant, 
parallelae appellantur. In plano RiEMANNiano parallelae non exsi- 
stunt. Si c^o est, commune duarum parallelarum rectarum punctum 
utrumque in infinitum semper concidit, atque per punctum quodli- 
bet rectae lineae datae in plano Euclideo una, in plano BoLYAiano 
duae parallelae duci possunt. Duae BoLYAiani plani rectae, quarum 
commune punctum utrumque imaginarium est, nominantur diver- 
g e n t e s. 

Ad translationes haec tria theoremata proponi possunt. Primum 

in plano Riemanniano [c>o) omnes translationes substitutionibus 

ellipticis 

Srf — k ^^v^, rj — X 

Sf) — fM T) — fl 

exprimi possunt, ubi fixa puncta A, fjL poli figurae in infinitum remotae 
coniugati sunt, d" angulus realis est. Eadem translatio nihil aliud est 
nisi rotatio, quae fit donec angulus d" formetur circum puncta fixa 
A, fjL, Deinde in plano Euclideo [c = o) translationes sunt substitutio- 
nes ellipticae aut parabolicae hanc formam habentes : 

alterum autem punctum fixum semper in infinito situm est. Substitutio- 
nes ellipticae offerunt rotationes, quae fiunt donec angulus ^ forme- 
tur, cum parabolicae [^ = o), quae dicuntur translationes parallelae pro- 
ducant (cf. Introductionem). Tum in plano BoLYAiano [c < o) hoc ita est : 
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I. EUipticae substitutiones 



St/ — ^ _ ^y- Jl 



k 



Srf—fi r)—fi ' 

quarum puncta fixa A, /jl poli figurae in infinitum remotae coniugati 
sunt, producunt rotationes, quae fiunt, donec angulus ^ formetur cir- 
cum reale punctum fixum. 

2. Substitutiones hyperbolicae, quarum puncta fixa in infinitum 
remota sunt, planum iuxta eam rectam transferunt, qua haec duo 
puncta fixa coniunguntur, quae recta, translationis axis nominatur. 

3. Substitutiones parabolicae, quarum unum punctum fixum in in- 
finitum remotum est, plani Euclidei translationibus parallelis corre- 
spondent. 

In universum translatio quaeque rectas in rectas transfert. Ea 
translatio, quae rectas lineas se secantes ita in se transformat, ut 
punctum commune sibi ipsi respondeat, substitutione elliptica, si 
punctum commune in finito situm est, parabolica autem, si lineae 
parallelae sunt, exprimitur. Translationi, quae duas rectas divergentes 
in se transformat, semper respondet substitutio hyperbolica. 

Quibus fructibus paucis indicatis ad polygonum normale applica- 
tis, resultat, ut translationes, quibus bina latera coniugata in se trans- 
eunt formularum ope proiectivis variabilis complexae substitutionibus 
exprimantur, atque ita, ut substitutiones, quae transitionem a s^ ad 
Sy efBciunt, ellipticas aut parabolicas esse necesse sit. Unde sequi- 
tur, ut coniunctio G, sicut coniunctio proiectivarum substitutionum, 
quae ad variabilem complexam adhibendae sunt, exprimi possit. 
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III. 
DE REPRiBSENTATIONIS CONFORMITATE. DE DUOBUS PROBLEMATIBUS. 

Ut ex considerationibus de situatione geometrica, quae priore 
paragrapho paucis indicatae sunl, ad complexae variabilis functionum 
theoriae notiones transire possimus, relatio, quae est inter superficiem 
Pr,p et polygonum normale ^r,/, ita modificanda est, ut homoeo- 
morphismo inter sectam superficiem Fr,p et polygonum ^r,p gene- 
rali homoeometria sive uniformiter conformis repraesentatio suc- 
cedat faciamus. Priusquam autem diligentius deliberemus, num ea 
conformis repraesentatio fieri possit, ex ea re, quam homoeometria 
postulat, polygonum normale (Pr,/ modo quodam planius definire co- 
nemur. 

Ne nostrae considerationes generalitate careant, in sequenti super- 
ficiem Fr,p esse BoLYAianam normalem fingere nos supersedere ne- 
cesse est, sed superficies /v./ (2/ -+- r)-pliciter connexa et bisdimen- 
sionalis varietas quaelibet, r curvis finientibus limitata, quae in spatio 
EuCLiDEO dimensionis numerum quemvis habente continetur, cogite- 
tur velim. Cuiusmodi varietas, cum semper superficiei normali Bolyai- 
anae homoeomorpha sit, sectionum systema canonicum, ad superficiem 
normalem institutum, ad varietatem illam Fr,p deferri potest; idem- 
que ad situs analysis omnes ceteras de superficie normali conside- 
rationes pertinet. 

Primo ad Fr^p isometricas coordinatas w, v institutas esse finga- 
mus, ut igitur superficiei Fr,p elementum lineare dS hac aequatione : 

detur. Qua re ex principiis, quae Gauss, vir summus, de conformis 
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reprsesentationis theoria proposuit, si eaedem coordinatae Uj v ad 
puncta plani P, quod polygonum normale 0r,p continet, definienda 
adhibitae erunt, ipsius P elementum lineare hanc formam : 

ds^ = k [du^ H- dv^) 

induet, ubi, cum U=\ogk partialis aequationis diflferentio-diflferen- 
tialis LiouviLLEanae {3), Nr. 11. solutio sit, 

U= U— log A 

solutionem partialis aequationis differentio-diflferentialis 

(3a) D U= — 2ce^—D log A 

esse necesse sit, si symbolum DV sequatione 

DV=^AV 

explicatur. Aequatio diflTerentialis (3«) aequationi LiouviLLEanae (3) 
Nr. IL anteferenda est ob eam rem,* quod functio U a deligendis 
coordinatis «, v isometricis ad superficiem institutis non dependet. 
Functio X nota putanda est. 

Si supponimus coordinatas maxime tales esse, ut superficiei Fr,p 
omni puncto, nuUo excepto, bini valores certi «, v respondeant, 
variabilis z = u-\-v )/ — i est fiinctio quae dicitur monogenea uniformis 
loci in jFr,p.^^ 

Ut tales coordinatas «, v exsistere probantes in fi*uctibus iam 
cognitis niti possimus, facere non possumus, quin linearum finien- 
tium numerum r esse aut evanescere aut hunc numerum esse quem- 

* PoxNCARi, Jonmal des Mathematiqaes (LioayiUe). ser. V. tom. IV., pag. 155. 
^ Ut Klbin (Riemami*8 Theorie etc., 1882, pag. 19.) dixit: Complexa lod fanctio. 
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libet fingamus, cum linea finiens quaevis nihil nisi trema cogitanda 
sit. Numerum quemlibet esse etiam velim in sequentibus semper sup- 
ponatur, ita ut ergo Fr,p ex 2/ -h i -pliciter connexa in se ipsam re- 
deunte varietate Fp ea re prodeat, quod Fp in r punctis ^i, . . ., a^ tre- 
matibus afficitur. In varietate Fp in se ipsam redeunte semper mo- 
nogeneas uniformes loci functiones exsistere notuin est, quae varietatis 
Fp nuUi puncto indeterminatae "^ fiunt, quaeque earum duabus z, / 
rationali modo exprimi possunt, cum inter z, t ipsas algebraica 
aequatio F[z^ /) = o genere / sit. Relatio, quae inter complexos binos 
valores (j2r, /) aequatione F[zj t) = o coniunctos et varietatis Fp puncta 
est, nuUa exceptione mutua ratione uniformis est, ut igitur varietatis 
Fp puncta, binis complexis (z, t) valoribus eis respondentibus describi 
possint. Si z^u-^-v/ — i ponimus, «, v sunt ut in /^, ita in Fr,p 
coordinatae quaesiti generis. 

Quo facto si plani F elementum lineare ds in formam canonicam 
(ii), Nr. II. versum esse fingimus, erit r/^p-hq V — i monogenea 
ipsius z^u-i-v V — I functio, quae linearis diflferentio-diflFerentialis (6), 
Nr. II. aequationis integralium ratio definita est, cui his qualitatibus 
gaudere opus est: 

Cum sectae varietatis Fr,p repraesentatio in polygonum 0r,p mutua 
et ita uniformis, ut nuUa exceptio fiat, esse debeat, r/ in superficie 
Fr,p functio ipsorum [z, t) undique uniformis et vice versa ^r et / 
intra polygonum 0r,p uniformes functiones ipsius rf sunt. Si superficiei 
Fr,p punctum, binis valoribus [Zyt) definitum, sectionem /v aliquam 
positiva directione servata transgreditur, r/ subit ellipticam aut para- 
bolicam substitutionem Av r/j quae translationi lateris ^^ in Sy respon- 
det, cum rf^ puncto {Zy t) sectionum G, Dk aliquam transgresso, substi- 



* Ut sensit Fucbs (Sitxungsberichte Academis Berolinensis, 1885, pag. 281.) 



4* 
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tutionem Sirf, TkVf subeat, qua yi in yt sive Si in Si vertitur. Quo 
fit, ut jy in varietate /v.^ non secta variabilium (z, /) aequatione 
J^[Zf /) = o coniunctorum functio multiformis sit, et cuncti huius func- 
tionis rami ex eo, cuius valorum copia polygoni normalis 0r,p pun- 
ctis exprimitur, eius coniunctionis G, quae ex translationibus 

■"I > • • • j -"r — I) »^i » • • • j '^p} •*!»•••) -^ p 

eisque inversis composita est, proiectivis substitutionibus applicatis 
resultent. Cum universae ipsius G substitutiones plani P translatio- 
nes sint, forma HERMiTEana ^ his substitutionibus in se ipsam trans- 
formatur, est igilur uniformis loci functio in /v./>, unde sequitur ut 
variabilis z monogenea functio y{z)j aequatione (7), Nr. 11. definita, 
sit monogenea et uniformis loci functio in varietate /^, ergo unifor- 
mis ipsorum (jzr, t) functio. 

jFr,p ipsius repraesentationem in 0r,p undique conformem esse pu- 
taveris, id quod re vera ita est, cum exceptiones solum in locis ^i, . . ., a^ 
trematibus exclusis fieri possint. Binis enim valoribus {zj /), qui varie- 
tatis I^p punctis ajt respondent, z = akj i=bk nominatis, 

aki bk (*— 1,2, ...,»i 

functionis jy ramificationis puncta esse possunt. Quomodo tj in 
his locis se habeat, ellipticis aut parabolicis substitutionibus Ak 

(^ = 1, 2, . . ., r— i) et 

Ar ^^ A I ... J^r — I 'l p '^p J- p ^p . . • y z iJx J. I »3i 

describitur. Quae substitutiones quales sint, sequitur rursus ex an- 
gulis, qui in singulis polygoni ^r,p anguli punctorum cyclis apparent. 
Si enim angulus, quem latera ^JT » ^X in angulipuncto Ai.(>/=i, 2, . . ., r — i) 
una claudunt, evanescit, substitutio Av parabolica est, sin hic angulus 
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27ifv sequalis est, Av est substitutio elliptica hanc formam habens 

Avff—fiv 1—f^v ^ ^r^— i 

Simili modo summa 2n(jpt angulorum, qui in anguli punctis A|f\ quae 
cyclum efficiunt, apparent, substitutionis Ar naturam definit. 

Nunc postulamus, ut monogeneae et uniformes loci in Fr,p func- 
tiones non solum intra polygoni normalis ^r,p superficiem, sed om- 
nino uniformes ipsius i/ functiones sint. Quod ad perveniendum ne- 
cessarium et sufficientem esse manifestum est, quod {z^ t) uniformia 
in rj sunt. Ex ea re, quod (jar, t) in polygoni normalis ^r,p anguli 
puncta sunt uniformia, sequitur, ut Fuchs, vir illustrissimus, demon- 
stravit, ut quantitates fk nisi evanescunt, numeros iractos numera- 
torem i habentes esse necesse sit, utque rf in locis z = aky t = bk 
indefinitum esse non possit. Itaque 

I 

ponere nobis licet, ubi gk positivus integer numerus finitus aut infini- 
tus est, ut Ak aut periodicae ellipticae, aut parabolicae substitutio- 
nes sint. 

Si gk=i est, repraesentatio etiam in loco ak conformis est, et r) 
ad locum z = ak) t=bk regulariter se habet, qua in re nequaquam 
punctum ak trema habendum est. 

Aequationis diflFerentio-diflFerentialis (6), Nr. II. systematis funda- 
mentalis yi , y^ elementa sic 

^ f dz ^fdz 

exprimi posse respicienti diflTerentio-diflTerentialis aequationis resultant 
hae qualitates : 
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Difterentio-diflferentialis aequationis (6), Nr. II. solutiones ad va- 
rietatis Fp loca omnia, quae ab (a*, hi) diflferunt, regulares, id est 
uniformes, finitae, continuae et in locis {ak^ bk) ipsis non indefinitae 
sunt, ut primo q{z) rationalis ipsorum [z^ t) functio sit, deinde 
aequatio diflferentio-diflferentialis eius classis, quae FucHsiana apella- 
tur, sit, tum aequationum fundamentalium et determinantium, quae ad 
puncta singularia z=ak, t=bk pertinent, radicum diflferentiae valores -^ 
assumant. Proiectivarum substitutionum, quas integralium ratio, si 
punctum {z, t) omnes in Fp in se redeuntes cursus percurrit, subit, 
universitas, coniunctionis G translationibus datur. 

Videmus ad plane definiendum problema, quo de uniformi ac 
conformi superficiei JFr.p repraesentatione in polygonum 0r,p normale 
agitur, angulos in singulis anguli punctis, quae cyclos efficiunt, dan- 
dos esse, atque ita, ut aliquotae ipsius 271 partes sint, sive quod 
idem est, trematum ai,...,ar cuique numerum integrum quemdam 
^i > • • ' » ^r assignandum esse, qui vel infinitus esse potest, quoque 
quantae sint angulorum summae in singulis ipsius 0r,p anguli puncto- 
rum cyclis, determinatur. 

Numeris /, r et gi,- - -igr autem indicatis plani JP, in quo poly- 
gonum normale 0r,p continetur, vis plane definita est. Curvatura 
integra enim polygoni 0r.p in plano -Psiti, quod 4/-H2(r — i) rectis 
lineis includitur, formata secundum Gauss habemus 

r 

jjcdw = ^^ — {^p^2r — ^)7i, 



ubi dw est area elementi plani P, et integrale per polygonum ^rp 
extendendum est. Qua aequatione, cum factor J jdw e natura posi- 
tivus sit, ut quantitatis c signum, ita plani P natura definitur. In bre- 
viter disputando sequitur, ut in casibus quibusdam, qui accurate 



)J 
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indicari possunt, accidat, ut c>o aut c = o sit, atque* trivialibus 
casibus, ubi / = o et r < 3 est, neglectis 

c>o erit, si 

1. / = o, r = 3, ^, = 2, ^2 = 2, ^3= numerus quivis, 

2. p=o, r = 3, ^1 = 2, ^2 = 3» ^3 = 3i 

3. / = o, r = 3, ^1 = 2, ^2 = 3» ^3 = 4i 

4. / = o, r = 3, ^1 = 2, ^2 = 3i ^3 = 5: 

c = o erit, si 

5. / = i, r=o, 
/ = o, r = 4, ^1 = 2, ^2 = 2, ^3 = 2, ^4 = 2, 
/ = o, r = 3, ^1 = 2, ^2 = 2, ^3 = 00, 

/ = o, r = 3i ^1 = 2, ^2 = 4» ^3 = 4i 
/> = o, r = 3, ^1 = 2, ^2 = 3» ^3 = 6, 
/ = o, r=3, ^1 = 3, g2 = 3y ^3 = 3; 

qua in re videlicet numeri gk pennutari possunt. Omnes ceteri ca- 
sus c negativum postulant, id est mutue uniformis et confor- 
mis varietatis jFr.p repraesentatio in universum nisi in 
polygonum normale, quod in plano BoLYAiano contine- 
tur, fieri non potest. 

Quibus rebus praemissis nobis duo diversa problemata sunt exse- 
quenda, prout a polygono normali 0r,p aut varietate /v.^ initium ca- 
piamus. Quibus duobus problematibus hanc formam induimus: 

I. Est datum polygonum normale 0r.p) ad quod angulorum in r 
anguli punctorum cyclis summae aliquotis 271 ipsius partibus datis 
aequales sunt aut evanescunt; num 0r,p mutue imiformiter et confor- 
miter in simpliciter connexam varietatem /v,^i quae ex varietate 



6 

7 
8 

9 

10 



* PoiNCAHi, Acta Mathematica, tom. IV. pag. 226. 
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/V./{2/-f-r)-pliciter connexa et r trematibus affecta secando prodit, 
reprasentari possit, quarimus. 

11. Est data 2/H- 1 -pliciter connexa varietas Fp in se rediens, 
quae trematibus in locis ax^...^ar affectis, in varietatem r lineis fini- 
tam mutata est; quorum trematum cuique numerus integer (qui vel 
infinite magnus esse potest) assignatus est. Simpliciter connexa 
varietas /v,^, quae secando ex Fr,p prodit, mutue uniformiter et 
conformiter in polygonum normale repraesentari num possit, quae- 
rimus. 

Integrorum numerorum systema 

(A^j^n^a, . ..,^r), 

quod problematis cuiusque naturam definit, id problematis signa- 
turam apellamus. 

IV. 

DE PRIORE PROBLEMATE TRACTANDO. 

Sit polygonum normale ^r,p datum, id est igitur polygonum rectis 
lineis inclusum, quod est tale: 

Si ipsius ^r,p peripheria directione positiva servata percurritur, 
latera hoc ordine 

s^i , ^?-i , . . ., ^r, sX^ y?, dj", yr, dr, . . . , y/, d/, y^, op 

traiciuntur, bina latera si^ ^J; y*, yf; <J*', ^i congruentia sunt; porro 
ei anguli, qui latera sly st in anguli punctis A« una claudunt, aequa- 
les sint -^, angulorumque summa in ceteris anguli punctis Xy 
aequalis sit 



q5* 271 



In quibus angulis indicandis ut intelleximus determinatur, planum 
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P, in quo polygonum <Pr,^ exsistit, RiEMANKianumne, an EucLiDEum, 
an BoLSiAianum planum sit; absolutus huius plani curvaturae men- 
surae valor non ultra respiciendus est; si c=t=o est, c unitati aequale 
eligere possumus.'^ 

Exempla praecipue duos casus eligemus, quos applicationibus 
maximi momenti esse patebit (vide Nr. VL). 

I. Sit r = i et polygoni Fr,p angulorum summa aequalis 271. Qua 
posita re, si / = o et ergo c>o est, nullum est polygonum, id est 
polygonum planum RiEMANNianum totum explet. Quod planum, cum 
infinite multis modis in varietatem quamvis simpliciter connexam et 
in se redeuntem uniformiter et conformiter repraesentari posse per- 
spicuum sit, problema peractum esse dicere possumuSj quam ob 
rem etiam in sequenti hic casus velim neglegatur. Cum, si / = i est, 
c = o habeamus (casus 5., Nr. III.), polygonum nihil aliud fit, nisi 
EucLiDEi plani parallelogramma. Si />i est, semper c<;o est, po- 
lygonumque in plano BoLYAiano in figuram 4/ latera habentem 

yh ^ij 7ij ^ii ' ' ') 7p) ^p} ypj Sp 

vertitur, quam Euclidei plani parallelogrammati correspondere, qua- 
tenus quattuor latera yf , <J/, yj, Sk aequalitatis relationes parallelo- 
grammatis lateribus correspondentes praestant et angulorum summa 
etiam hic aequalis 277 est, dicere possumus. Eiusmodi figuram in 
plano BoLYAiano 4/ latera habentem isogramma generis/ no- 
minemus et pro isogrammate generis i Euclidei plani parallelo- 
gramma habeamus. 

* Planam P curvaturae mensuram c habens, canonicae coordinatae (/, q) constanti £actore y 
mnltiplicatae sive generaliter plani P translatio ad yi] applicata, in planum P* cuins curvaturae 
mensnra y^ c est, et cuius elementum lineare ab ipsius P elemento lineari factore y differt, muta- 
tur ita, ut correspondentes planorum P et P* figurae similes sint. Si c evanescit, P* in P incidit, 
quam ob rem in plano EucLiDeo figurae similes exsistunt. 
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Cum substitutio Ar nihil aliud sit nisi substitutio identica, inter 
translationes 5i, 7i haec relatio est: 



I o — I rr^ m rrt — I ri— I 



jp op 1 p tSp • • • jj Si jj Si = I . 

2. Si/=o, r^2 ^st, polygonum est figura, quae 2r — 2 anguli 
puncta efficit, et in qua bina latera sij st (>t= i, 2, . . ., r — i) sunt 
congruentia. Quae figura in plano RiEMANNiano in casibus solis i. — 4., 
Nr. III., in Euclideo in eis 6. — 10., in omnibus ceteris in plano 
BoLYAiano est; eiusmodi polygonum ruta appellatur. 

In universum polygonum 0r,p translationes 

Av (v — I, 2 r) 

Skt Tk (*— 1, 2 p) 

definit atque Av parabolicae seu periodice ellipticae substitutiones, 
cum Sk^ 7i, si/ = o est, id est praecipue si polygonum in plano 
RiEMANNiano situm est, omnino non apparent, sin polygonum in plano 
EucLiDEO situm est, in casu solo 5., Nr. III., id est, si polygonum in 
parallelogramma versum est, iSi, Zi apparent et hae duae substituti- 
ones sunt translationes parallelae, itaque substitutiones parabolicae. In 
omnibus ceteris casibus bina latera yts yl et Si^ Sk divergentibus 
plani BoLYAiani rectis lineis componuntur, ut translationes 6*, 7i 
substitutiones hyperbolicas esse necesse sit. 

Planum polygonum 4p-h2r — 2 rectis lineis inclusum pro forma 
(id est translatione quavis intra suum planum excepta) ab Sp-h^r — 7 
realibus constantibus dependet. Cum ad polygonum normale 0r,p 
latera atque bina congruentia sint, 6/-h3r — 6 constantes, quae dis- 
poni possint, reliquuntur. Faciamus gi) g^y ^ •} gr esse data, polygo- 
num normale ^r,p signaturam habens 

{Pf ^y gi}g^) •• -jg^ 
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a realibus (yp-hir — 6 constantibus dependet, qui numerus, si ^r.p 
isogramma generis p>i est, ad 6/ — 6, si/=i est, ad 2, si in rutam 
versum est, ad 2r — 6 reducitur.* 

Qui numerus, ut oportet, cum parametrorum in summa numero 
convenit, a quibus translationes Avy Skt 7i, quae polygono normali 
definitae sunt, dependent, si signatura data putatur. 

Si translationum coniunctionem G ex his translationibus et ex 
earum inversis compositam contemplamur, omnes eas coniunctiones, 
quae ad normalia datae signaturae polygona pertinent, holoSdrice iso- 
morphas esse manifestum erit, ut idem numerus, quem supra comme- 
moravimus, realium constantium offerat numerum, a quo holoSdrice 
isomorpharum translationum coniunctionum classis signatura 

definita dependet. Parametri constantes, a quibus polygonum nor- 
male 0r,pt quod determinatae signaturae est, pendet, solum inaequa- 
litatis condicionibus quibusdam limitati sunt. 

Si horum parametrorum omne valorum systema spatii 2^ Euclidei, 
cuius dimensionum numerus v cum numero supra invento conve- 
nit, puncto expressum esse fingimus, haec puncta v dimensionum 
varietatem Mvf quae in 2^ continetur, explebunt, ut omni signaturae 
datae polygono normali varietatis Mv punctum correspondeat. 

111. PoiNCAR^*'^^ id theorema, quod sequentis disquisitionis fun- 
damentum factum est, hanc varietatem Mv in se redeuntem 
esse, probavit. 

Cunctis ad nostrum polygonum 0r,p translationum coniunctionis 
Gj quae haec polygono determinata est, translationibus applicatis in 

* Vide PoiNCARi, Acta Mathematica, tom. I ; Klbin, Mathem. Annalen, tom. XXI, pag. 196. 
** Acta Mathematica, tom. IV, pag. 250. 

5* 
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plano P polygonorum, quae cum (Pr,^ congraunt, reticulum adipisci- 
mur. Ex ratione, cuius autor ill. PoiNCARife est,* ut ad casum, ubi 
polygonum in plano BoLYAiano exsistit, ita in universum, ficti reti- 
culi polygonis totum planum simpliciter ac sine lacunis con- 
tegi ostendi potest. 

Translationum coniunctionis G qualitas, quae ex rebus hoc modo 
inventis cognoscitur, coniunctionis G discontinuitas appellatur, 
ut necessaria et sufficiens condicio, qua translationum coniunctio po- 
lygono normali ^r,p definita sit discontinua, ea re contineatur, quod 
angulorum in anguli punctorum cyclos nascentium summse aut eva- 
nescunt, aut ipsius 2n aliquotae partes sunt, seu breviter, ea re, quod 
ellipticae inter substitutiones fundamentales -^4i, . . ., -^4^ periodicae sunt. 

Si ^r,p in plano RiEMANNiano exsistit, cum totius plani RiEMANNi- 
ani area finito valore -^^ sit, ut reticuli polygonorum numerus, ita 
discontinuae translationum coniunctionis G substitutionum numerus 
finitus est, atque in casibus i. — 4., Nr. III. est aequalis 2^3, 12, 24, 
60; cum item planum RiEMANNianum, cuius curvaturae mensura c 
est, semper in sphaeram Euclidei spatii tres dimensiones habentis 
devolvi possit, hoc modo ad eam rationem, qua sphaerae superficies 
in polygona sphaerica ac congruentia dividi potest, pervenimus.** 

Si c^o est, ut reticuli polygonorum numerus, ita numerus sub- 
stitutionum discontinuae translationum coniunctionis G infinite mag- 
nus est. Ut problema I. exsequamur, nobis ostendendum est, complexae 
variabilis ^ monogeneas exsistere functiones, quae intra ^r.p rationa- 
lium functionum vim habent et quarum valores in correspondentibus 
congruentium ipsius ^r,p laterum punctis conveniunt. Tales functiones, 

* Acta Mathematica, tom. I, pag. 27 ; Cf. Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichnngen, tom. II. pars. II. (Lipsiae 1898.) pag. 104. sqa. 

^ ScHWARZ, Journal fiir Mathematik. (Crelle), tom. 75, pag. 292. 
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quae coniunctionis G sunt, automorphas f unctiones, utill.KLEiN, 
nominamus. Quod sine ulla difficultate ostendi potest, si / = o, r = 2 
est; et hos casus et nonnuUos, qui facile tractandi sunt, alios prae- 
cipiamus, ut quae sunt exempla ad sequentes generales investigationes 
facilius intelligendas idonea habeamus. 

Si / = o, f = 3 est ^y polygonum est quattuor laterum ruta, quae 
cum numerus 6/ + 2r — 6 = sit, tribus numeris giy g^) g^ indicatis 
plane definitur. In aequatione (6), Nr. III. diflFerentio-diflferentiali, cum 
p = o sit, coefficiens q {z) functio ipsius z rationalis est, et, ut semper, 
si / = o est, varietatem Fp planum EucLiDEum, in quo complexa& va- 
riabilis z valores, ut usus est, repraesentantur, eligere nobis licet; 
cum praeterea lineari transformatione ad z adhibita tria tremata ^i, 
aa, a^ in puncta o, i, 00 z-plani transponere nobis liceat atque aequa- 
tio (6), Nr. III. classis FucHsianae sit et determinantium aequationum 
fundamentalium radicum diflFerentiis -=- , -zr , -z- valores esse ne- 

gi jsa 63 

cesse sit, haec aequatio diflTerentialis forma 
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prodit, quae est in summa diflferentiaUs aequatio GAUSsiana. Qua 
ex aequatione z integralium rationis ij functionem automorpham 
re vera resultare demonstratur. Si c>o, id est in casibus i. — 4., 
Nr. III., haec uniformis functio est rationalis, qua ad eos casus, in 
quibus aequatio [G) quae dicuntur regulaiium solidorum functiones 
definit, pervenimus. Si c = o est, casus 7., Nr. III. z simpliciter pe- 



* ScHWARZ, L c. ; Klbin, Ikosacder (Lipsiae, 1884); Kx.sin-Fricu, Modulfanctionen (Lipsiae. 
1890) pag. 65, sqo. 
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riodicam ipsius i] functionem ofFert, in casibus 8. — lo., Nr. IIL z 
biperiodica ipsius t) functio fit, quae multiplicationem complexam per 
secundam aut tertiam unitatis radicem patitur. In casibus, qui c<io 
correspondent, variabilis t) functio z non exsistit, nisi ipsi rf valores, 
qui realibus plani BoLYAiani punctis correspondent, id est ii, ad quos 
i-Hci^^>o est, tribuuntur, praeterea prsebet haec functio uniformiter 
conformem ;2r-plani EucLiDEi idoneis sectionibus (o, oo), (i, oo) secti 
repraesentationem in BoLYAiani plani rutam quadrangulatam. Si 
^1=^2=^3=00, in quo casu huius rutae quattuor anguli puncta 
sunt plani BoLYAiani puncta in infinitum remota, quae modulares 
fiinctiones ellipticae dicuntur,*^ producuntur. 

lis casibus, in quibus polygonum 0r,p in plano RiEMANNiano 
situm est, peractis, eorum casuum, ubi 0r,p in plano Euclideo exsistit, 
duo solum nempe 5., 6., Nr. III. relinquuntur. 

In priore 5., in quo 0r,p Euclidei plani parallelogramma ^i est, 
ellipticarum fiinctionum theoria uniformes ipsius ly functiones eas, 
quibus intra parallelogramma 0i rationalium functionum vis est, quae- 
que in oppositis ipsius ^i lateribus eandem valorum seriem assumunt, 
id est automorphas functiones, quae ad 0i pertinent, praebet. Quo 
modo formandae sint, a duarum geometricarum quantitatum, quae 
ipsius ^i latera exprimunt, ratione r dependet, quod est duabus rea- 
libus constantibus aequivalens complexa constans, a qua parallelo- 
gramma 0i praecipue dependet. Variabilis tj functiones automorphae 
(ellipticae), quae ad (Pi pertinent, earum duabus 

z = y>{rf), t = yj[rf), 
inter quas algebraica generis i aequatio est, via rationali exprimi pos- 



* Vide FucHS, Joumal fur Mathematik (Crelle), tom. 83 ; Dbdbkind, ibidem ; Klbin- 
Frickb, 1. c. 
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sunt et binis valoribus (z, i) omnibus punctum intra parallelogramma 
01 et vice versa respondet. Si 

t^x-^y^ — I, z = u-\-v V^ — I, rj^p-^-qV—i 

ponimus, x, y^ //, v sunt uniformes ipsorum /, q functiones, quae no- 
bis, si e. g. x^ y^ u, v pro Euclidei spatii, cui quattuor dimensiones 
sunt, coordinatis habemus, duarum dimensionum varietatem /^i, cuius 
elementum lineare est 

dS- = \dzr + \dtf = { |9>'(^)r + \y^'m} \dp- + dq% 

definiunt. Functionum z^ t ope in Fi duo linearum cursus, ipsius tf^i late- 
ribus correspondentes determinantur, quae sectiones G , -^i , quibus F^ 
in simpliciter connexam varietatem F^ secetur, cogitandae sunt, quae 
varietas varietati 0^ homoeometrica est. F^ in ^-planum EucLiDEum 
proiecto, superficiem RiEMANNianum solitam, quae ipsius z func- 
tionis t ramorum nexum repraesentat, adipiscimur. z apte electo, ^ 
elliptico primae speciei integrali 

dz 



/az 
Vzii-z)jT^ 



Vz[i — z)[i — k^z) 

exprimitur, cuius integralis modulus k^ quantitate r elliptica modu- 
laris functio quamvis uniformiter, tamen transcendenter definitus est. 
In casu 6., polygonum 0r,p in plano Euclideo situm est figura, 
quae anguli puncta sex efBcit, quaeque triangulum apparet, in quo 
omnia puncta, quibus singula latera in duas aequales partes dividun- 
tur, anguli puncta habenda sunt, id quod praecipue a duabus realibus 
constantibus dependet. Cum p = o sit, z apte electo quattuor tre- 
matum tria e. g. «i, a^, ^4 in plano Euclideo, quod Fr,p cogitan- 
dum est, in o, i , 00 transponere possumus, qua re differentialis aequatio 
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(61, Nr. III. hanc formam induit* 
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R = z(z — i) [z — a^ 

est, et A, a^ constantes, quse etiam determinandse sunt, denotant. Ex 
condicione, qua substitutiones proiectivae, quas ratio integralium rf 
variabili z circumcurrente subit, plani Euclidei translationes sint, 
A evanescit, constans autem complexa a^, duabus realibus constanti- 
bus, quae polygonum 0r,p definiunt aequivalens, uniformi modo deter- 
minatur atque ita, ut, cum 



=-/ 



dz 



VR 

ubi /i , y2 constantes sunt, esse reperiatur, in summa rursus elliptica 
fiinctio modularis sit. 

Quo modo casibus, in quibus c^o est peractis, ab initio suppo- 
nere possumus polygonum 0r,p in plano BoLYAiano situm esse; si 
ita est, discontinua translationum coniunctio G FucHsiana quae au- 
tem automorphae functiones eius sunt, functiones FucHsianae appel- 
lantur, quas functiones exsistere probandi patent duae viae, ad quas 
investigandas hic transgrediamur. 

Altera, ab illo. Klein-*^'^^ monstrata, iisdem principiis, quorum ope 
varietati duarum dimensionum in se ipsam redeunti {superficiei 
RiEMANNianae) monogeneas et uniformes loci functiones exsistere 
demonstratur, continetur, neque ad eam rem solam pertinet, quod 
polygonum in plano BoLYAiano situm est, perinde suppositione 

* FucHS, Nachrichten Sodetatis Gotti&geiisis, i88i, pag. 445. 

^ Mathem. Annalen t. XXI, pag. 141 : Ritter, ibidem, tom. XLI. pag. i, tom. XLIV, pag. 
349 ; cf. Klbin-Frickb, Antomorphe Functionen, tom. II. (Lipsis, igox). 
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summas angulorum, qui in ipsius ^r.p anguU punctis, quae cyclum 
efficiunt, nascuntur, ipsius 2n aliquotas partes esse neglecta ad op- 
tatum nos deducit> 

Altera via, cuius autor ill. Poincar^ est,** functiones FucHsia- 
nas exsistere ita probatur, ut hae funtiones seriebus quibusdam 
convergentibus exprimantur, quae via ipsa tum solum ineunda est, si 
polygonum normale ^r,p in plano BoLYAiano exsistet eiusque anguli 
eis condicionibus, ex quibus coniunctionis G discontinuitas sequitur, 
satisfacient. Posita est in ea cogitatione, quae etiam ad proponendas 
quaestiones generaliores magni momenti est: 

Si coniunctionis G FucHsianae polygono ^r^p determinatae substi- 
tutiones serie aliqua electa 

designamus et H{ifi) rationalem ipsius 77 fiinctionem aliquam, quae in 
nuUo plani BoiYAiani loco 17 in finito sito infinita est, denotat, series 
infinita 

designante m positivum integrum unitate maiorem numerum, abso- 
lute et uniformiter convergit ad omnes valores complexos ipsius ly, 
et eis, qui aequationi 
(2) i-hciy^ = o 



satisfaciunt et exceptis eis, ad quos rationalium functionum H[Sv rf) aut 
J^ aliqua infinitum fit. 

* Si angulomin sammae non aliqnotae ipsias ais partes snnt, variabilia v) fnnctionas, qnas 
euistere probabitnr, iam non nndique nniformes esse perspicnnm est. 
** Acta Mathematica, tom. I. pag. 193. sqn. 
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111. PoiNCAR^ seriem (i), quam seriem Theta-FucHsianam 
designavit, duabus diversis rationibus convergentem esse probavit; 
utrique commune est id, quo seriei (i) convergentiam a conver- 
gentia seriei 

dependere demonstratur. 

Prior probandi ratio praecipue ea re nititur, quod planum Bolvai- 
anum Sj in quo polygonum ^r.p continetur, in planum EucLiDEum ^, 
cuius elementum lineare ds sequatione 



ds = \dri\ = Vdp^ -h dq^ 

expressum est, ita conformiter repraesentatur, ut plani S realibus punc- 
tis omnibus plani 2 puncta intra circulum (2), punctis autem plani iSin 
infinitum reraotis circuli (2) peripheriae -S^-puncta respondeant. Si tum 
e. g. circum punctum ly, quod intra eam plani 2, regionem ^r^p posi- 
tum sit, quae polygono (Pr.^ respondet, aliquam partem Co limitatam 
esse, quae intra (^r./ tota sita sit, fingimus et si omnes regiones Cy, 
quae ex Q substitutionibus Sv applicatis prodeunt, delineamus, haec 
cunctae intra circulum (2) sunt neque ex coniunctionis G disconti- 
nuitate, aliae alias contegere possunt, itaque tota earum arearum, quae 
e geometria Euclidea mensuratae sunt, summa, cum minor sit quam 
circuli (2) area, valorem habet finitum; qua ex re sponte sequitur, 
ut series (3) convergens sit. 

Altera probandi ratio plani BoLYAiani S mensura sola utitur. Cir- 
culorum series Ci, C2, . . . ita delineetur, ut commune iis centrum punc- 
tum ?y = o sit, quorum radii e geometria BoLVAiana mensurati pro- 
gressione arithmetica crescant. Si Un seriei (3) eorum terminorum, ad 
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quos Tf intra 0r,p delecto puncta Svf)'vs\ annulo a d—i et Cn limitato 
sunt sita, summa est, 



^«(m— i)p 



esse patet, ubi K constans definita, q autem circuli Ci radius est, 
unde sequitur, ut series (3) rapidius convergat quam series geo- 
metrica 



2 



^n(«— i)p 



Ex eadem probandi ratione realibus 6/ -h 2r — 6 parametris, qui poly- 
gonum ^r./ signatura data determinant, intra fines quosdam variatis, 
seriem (i), cum ad illos parametros uniformiter convergens sit, con- 
tinuam eorum functionem esse cognoscitur. 

Itaque series (i) ad eos j;-valores, qui plani BoLYAiani punctis 
realibus correspondent, id est quae inaequationi 



satisfaciunt, monogeneam et uniformem ipsius ly functionem, quae intra 
polygonum ^r,p in finito locorum numero solo aeque ac functio ratio- 
nalis infinita fit, exprimit; ad quam functionem plani 5 punctorum 
in infinitum remotorum, id est eorum valorum, qui aequationi (2) 
satisfaciunt, universitas finis naturalis est. Eandem seriem (i) ad 
ly-valores, qui inaequationi 



i-hCTfrf <z.o 

satisfaciunt, uniformem functionem, cui valores, qui aequationi (2) satis- 
fecerunt, finem naturalem constituunt, exprimere in nostris sequenti- 
bus deliberationibus non respiciendum est; quidquid id est inter has 

6* 
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duas functiones, quamvis una eademque expressione analytica expri- 
mantur, nuUam cohaerentiam analjrticam esse tantum constat. Itaque 
omnibus ceteris rebus omissis ei functioni serie (i) ad realia plani 
BoLYAiani puncta definitae, quae functio Theta-FucHsiana de- 
signatur, operam demus. 

Quam functionem aequationi functionali 

(4) e(A,)=(^)-e(,) 

satisfacere manifestum est, ita ut taUum functionum Theta-FucHsia- 
narum diversis functionibus rationalibus II{rjj) eodem autem numero 
m formatarum rationalis homogenea forma gradus o non mutetur, 
si ad Tf coniunctionis FucHsianae G substitutio appUcata erit, quae 
forma, cum intra ^r./ in finito locorum numero aeque ac rationalis 
functio infinita fiat, functionem FucHsianam ad 0r,p pertinentem ex- 
primit. Talem functionem quamque earum duabus 

inter quas aequatione algebraica F{Zy t) = o generis p relatio est, ra- 
tionaliter exprimi posse patet. 

Si 

z = u^v V — I, t=x-hyV — I 

ponimus duabus ipsius if functionibus z^ t in spatio Euclideo {uj Vj x^y\ 
cui quattuor dimensiones sunt, duarum dimensionum 2/ -4- i -pliciter 
connexam varietatem Fr,p selectam habemus, quae in r punctis, 
polygoni 0r,p angulis correspondentibus, trematibus affecta est. Quae 
varietas iuxta curvas ipsius 0r,p lateribus correspondentes secta in 
simpliciter connexam varietatem vertitur, quae ad polygonum ^r,p ho- 
moeometrica esse videtur. Si Fr,p in complexae variabilis z reprae- 
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sentatioms planum proiicimus, solita superficies RiEMANNiana, quae 
ad ipsius z algebraicam functionem t pertinet et quae in r locis, 
polygoni ^r,p anguli punctis correspondentibus, trematibus affecta 
est, prodit. 

Priore problemate ita peracto duabus functionibus z-^cpiji)^ 
t—\fj{j^) polygoni ^r,p rautationem in varietatem in se ipsam redeun- 
tem et r trematibus affectam, quae mutatio in paragrapho 11. e situs 
analysi continua ipsius ^r,p deformatione et coniugatis lateribus con- 
glutinatis effecta est, re vera ita factam esse dicere possumus, ut va- 
rietas orta, aut exactius ei correspondens et simpliciter connexa, po- 
lygono ^r^p non modo homoeomorpha sed etiam homoeometrica sit. 



V. 



DE ALTERO PROBLEMATE TRACTANDO. 

Qua in re nobis e 2/ -h i -pliciter connexa et in se ipsam rede- 
unte varietate, cuius duae dimensiones sunt, quaeque in r locis az , . . . , a^ 
trematibus est affecta, ita ut tremati cuique certus et integer nume- 
rus assignatus sit, proficiscendum est. Eae huius varietatis Fp loci fiinc- 
tiones, quae uniformes et monogeneae sunt, earum duabus jzr, t via 
rationali exprimi possunt, cum z tXt algebraica aequatione F{z^t) = o 
generis p coniungantur. Algebraica functio t ipsius z superficiem 
RiEMANNianam per EucLiDEum ^r-planum extensam, quae varietati 
Fp datae homoeometrica est, definit. Si non a varietate in se ipsam 
redeunte, sed ab aequatione F[z^ t) = o algebraica, quae generis / 
inter duas variabiles z, t est, proficiscimur, in superficie RiEMANNiana 
Fp efficienda, quae supra z-plBnum EucLiDEum extensa est et quae 
nexum functionis algebraicae t exprimit, nuUa difficultate implicamur. 
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Quam 2/ -h I -pliciter connexae varietati in se ipsam redeunti e. g. 
superficiei normali BoLYAianse homoeomorpham esse, ex iis re- 
bus, quas in Nr. I. inquisivimus, perspicuum est, num autem Rp e. 
g. ad normalem superficiem BoLYAianam homoeometrice referri 
possit, nondum diiudicatum est.*^ Quam ob rem alteri problemati 
formam induentes, a superficie RiEMANNiana supra EucLiDEum pla- 
num complexae variabilis z extensa et 2/-Hi-pliciter connexa, quae 
algebraicam ipsius z functionem / definit, primo proficiscamur, deinde 
postquam hanc superficiem r trematibus, quae locis 

z = akj t=^bk (*— 1. 2, . . . , r) 

affecta sunt, in Rr,p vertimus et tremati cuique («*, bk) numerum 
integrum gk assignavimus, num simpliciter connexa superficies Rr^p , 
quae ex Rr,p sectionibus apte electis prodit, ad polygonum 0r.p 
signaturae (/, r, gi, . . ., g^ normalem homoeometrice referri possit, 
quaeramus. Ex analysi haec quaestio sic proponi potest: 

Nobis, ut polygonum normale ^r,p definiatur, fieri posse suppo- 
nentibus, ^^^p-^q }/ — i aequationis differentio-differentialis 

(■) -S^=?(-,% 

integralium ratio definitur, in qua aequatione q (jar, t) variabilium z, /, 
aequatione generis / 

(2) F[z,t) = o, 

quae data putanda est, coniunctarum, functionem rationalem denotat 
Quam ad functionem rationalem determinandam quaestionibus datis 
(cf. Nr. III.) offeruntur hae condiciones : Aequatio differentialis 

* Cf. PoiNCAR^, Journal de Mathtoatiques (Liouville), series V, tom. IV, pag. 149. 
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(i) est classis FucHsianae, id est eius integralia nusquam indefinita, 
aequationum fundamentalium et determinantium, quae singularium 
punctorum (a^, bj^ sunt, radicum difFerentiis sunt valores — , ad 
omnia cetera loca (^r, t) integralium ratio rj regulariter se habet, id 
est in superficie Rp uniformis, finita, continua est. Generaliter hse 
condiciones solae ad q (jzr, t) plane definiendum non sufficiunt, sed 
constantium, quae algebraice definiri non possunt et quae cum claro. 
Klein parametros accessorios nominamus, numerus quidam 
relinquitur. Solum si / = o, r = 3 est, parametrorum accessoriorum 
numerus evanescit, in quo casu hoc problema revera Nr. IV. con- 
siderationibus peractum est; idem pertinet ad casus 5., 6., Nr. IIL, 
in quibus, quamquam accessorii parametri apparent, fimctionum ellip- 
ticarum theoria ipsa, quomodo definienda sint, indicat. Nihilo secius 
casus hoc modo peracti, in quibus polygonum normale ^r,p in plano 
RiEMANNiano aut Euclideo situm est, id est in quibus numerus 



positivus est aut evanescit, in sequentes considerationes velim inii- 
ciantur. 

Ubi q [z^ t) ex condicionibus, quae quaestionibus datis offeruntur 
electum est, aequatio differentialis (i) appellatur normalis aequa- 
tio."^ Omnes aequationes differentiales (i), quae diversis accessorio- 
rum parametrorum valoribus differunt, t y p o amplectimur, ita ut hoc 
problema nihil aliud sit atque: 

num in aequatione differentio-differentiali (i) parametri ac- 
cessorii ita definiri possint, ut proiectivarum substitutionum, 

* PoiNCAR^. Acta Matbematica, tom. IV, pag. 223. 
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quas integralium ratio tj subit, ubi punctum [z^ t) omnes cur- 
sus in se ipsos redeuntes in superficie RiEBiANNiana percurrit, 
coniunctio ^ e meris translationibus plani P^ quod problematis 
signatura ad suam naturam definitum est, composita sit? 
Quam rem ut in universum peragamus, compluribus methodis, 
quas singillatim paucis describamus, uti possumus. 
I. De continuitatis methodo.-^* 

Si supponimus in normali polygono solum ea data, quae proble- 
matis signaturam determinant, constituta esse, id est igitur numeros 
py ^} gii ' "1 ir neque superficiem RiEMANNianam Rp^ sive aequatio* 
nem algebraicam (2), neque trematum positionem {aky bk)^ co€£Giciens 
g {Zf i) etiam ab realium parametrorum numero N quodam dependet. 
Quorum parametrorum valorum systemate omni varietatis M punc- 
tum significetur, ita ut signatura data, omnis aequationum differen- 
tialium (i) typus huius varietatis puncto correspondeat. Qua cum 
varietate M eam Mv^ quae in Nr. III. ea re definita erat, quod omne 
punctum ipsius Mv polygono normaU ^r,/, cuius signatura est 
(/> ^> ^x) • • •> irj correspondet, si conferimus, ex antecedentis para- 
graphi IV. fructibus omni puncto ipsius Mv punctum ipsius M probe 
determinatum correspondere dici possumus. 

Cum autem theorema,"^** intra aequationum differentialium (i) 
typum unam aequationem unicam, cuius monodromiae coniunctio e 
meris plani P translationibus composita est, exsistere posse valeat, 
ipsius M puncto unum ipsius Mv punctum unicum correspondet. 
Quoniam in Nr. III. varietatem Mv in se ipsam redeuntem esse co- 
gnovimus, sequitur, ut e contrario omni varietatis M puncto ipsius 

* Quae dicitar aeqaationis differentialis (i) monodromiae coniunctio. 
** PoiNCARic 1. c. pag. 233 squ. ; Klbin, Mathematische Annalen, tom. XX.. 
*** PoxNCARi, 1. c. pag. 33X. 
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Mv punctum correspondeat necesse sit, id est, ut omni aequationum 
differentialium (i) typo polygonum normale 0r,p correspondeat, quam 
ob rem quaestio supra proposita cum affirmatione respondenda est. 

2. De aequationis differentialis LiouviLLEanae ra- 
tione ac via integrationis^ 

Primo 2/ -f- 1 -pliciter connexam varietatem Fp in se ipsam redeun- 
tem, cui dimensiones sunt duae, e. g. normalem BoLYAianam super- 
ficiem datam esse supponimus ; z, t sint duae uniformes et monogeneae 
loci in Fp functiones, quae algebraica aequatione F{zj t) = o coniun- 
guntur. Deinde, si z^u-^v V — i statuitur, ipsius Fp elementum 
lineare dS aequatione 

(3) dS^ = A{du^-hdv^) 

exprimitur, in qua A ipsorum u^ v functionem, quae nota habenda 
est, significat. Varietas Fp in locis 

(4) z = akj t = bk 

trematibus affecta, superficies Fr^p curvis finita prodit, cuius signaturam 
numeris integris^^ trematibus {akj bk) assignandis constituimus. Si poly- 
gonum normale 0r,p simpliciter connexae varietati 7v./> quae ex Fr,p 
secta prodit, homoeometricum exsistit, plani F, in quo 0r,p situm est, 
elementum lineare ds forma 

(5) ds^ = k{du^-\-dv^) 
exprimi posse necesse erit, ubi (cf. Nr. III.) 

6^=logA 



aequationi LiouviLLEanae 
et ergo 



JU= — 2ce^, 



* PoiNCARi, Jonmal de Mathtoatiques (LiouviUe), 
PzcARD, ibid. series IV, tom. VI, IX, series V, tom. IV. 



series V, tom. FV, pag. X37-*-23o; cf. 
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£7= C/— log ^ = log -j 
aequationi differentio-differentiali 

(6) D U— — 2ce ^— D log A 

satisfacit, in qua aequatione 

DV^^JV 

Jl 

statuendum est. Unde sequitur, ut variabilis ri^ qua ad relationem 
inter ^r,p et Fr.p homceometricam pervenimus, linearis aequationis 
differentio-diflferentialis 

(7) -^ = q (^, t)y, 
ubi 

est, integralium ratio appareat neque dubium sit, quin diflferentialis 
sequatio (7) sit normalis sequatio, qualem supra descripsimus. Cum 
condiciones supra commemoratae, quibus, ut ex qusestionibus datis 
sequitur, g{z.t) subiciendum est, quomodo q {z, t) ad omnia super- 
ficiei Fr,p loca se habeat, definiant, eaedem, quomodo realis functio U 
realium variabilium «, v se habeat, definiunt et U per totam super- 
ficiem Pr,p uniformem et continuam esse atque trematibus {ak^ bk) 
modo numeris ^^ solum determinato infinitum fieri patet.^*^ Qua ex 
re** functio realis A in superficie /v,/ (trematibus exclusis) uniformis 
et finita indicari potest, ita ut fiinctio 



* PoiNCARi, 1. c. pag. 157. 
** PoiNCARi, 1. c. pag. 160. 
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per totam superficiem Fp finita maneat, quae fiiDCtio U aequationi 

(9) DU=ee^—0 

satisfacit, ubi 

©= — 2C4r-*, ^ = D\og A—Dh 

statutum est. Functiones B^ qusestionibus datis sunt definitse, S 
semper a zero diflfert, — ^ semper finitum habet valorem, integralique 

fj0Adudv 

per superficiem jFp extenso facile est intelligendum"^ esse hunc va- 
lorem 



471 



2p + r-2-^ ^ 



gk 



qui (cf. pag. 30) nihil aliud est, nisi polygoni normalis 0r,p signa- 
turam 

(A ^»^i»--M^r) 

habentis curvatura integra dupla et signo opposito aflfecta. 

Nunc agitur de investigando, num superficie Fp data, trematibus 
[akj bkj datis, integris numeris gj^ datis, id est igitur fiinctionibus A^ 
O, datis, partiali aequationi diflferentio-diflFerentiali (9), iunctione 
U per totam superficiem JFp in se ipsam redeuntem uniformi et finita, 
satisfieri possit. Quam solutionem exsistere, Picard et PoiNCARife, 
viri illustrissimi, diversis rationibus adhibitis probaverunt. 

Nobis non a superficie J*p in se ipsam redeunte, sed ab aequa- 
tione I^(z, t) = o generis / proficiscentibus, viis ac rationibus paulo 

* PoiNCARi, 1. c. pag. 227. 
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ante expositis modificandis opus est. Si enim ponimus Rp esse super- 

ficiem RiEMANNianam solitam, quae -ipsius z functionis algebraicae / 

ramorum nexum repraesentat, nihil aliud nisi superficiem Fp norma- 

lem BoLYAianam 2/ -h i -pliciter connexam, quae Rp ipsi homoeomor- 

pha (non homoeometrica) est. exsistere supponere possumus, ut qua- 

drato elementi linearis ipsius Fp in universum non forma {3), sed ge- 

neralis forma 

dS^ = Edu^ -t- 2Fdudv -h Gdv^ 

solum induenda sit, quam ob rem, ut ill. Pgincar^ docuit, pro quan- 
titate A, ratio arearum infinite parvarum in Euclideo ^-plano et in 
superficie Fp sibi mutuo respondentium statuenda est, omnia autem 
cetera non mutentur. 

3. Transformationis iteratae methodus. 

Haec via ac ratio solum quatenus specialiter ^ = o, ^^ = 00 et tre- 
mata «i, . . ., Ur (quae, cum / = o est, in Euclideo jer-plano sita sunt 
habenda) in circulo sunt, peracta est.* 

Ex geometria investigationibus hoc paragrapho breviter indicatis 
sic inventum est. 

Cum duae varietates, quae ex 2/ -+- 1 -pliciter connexis varietatibus 
in se ipsas redeuntibus r trematibus selectis ortae sunt, semper ho- 
moeomorphae sint, tamen tum et tum solum sunt homoeometricae, si 
iis idem polygonum normale correspondet. 



^ Joumal f&r Mathematik (Crelle), tom. CV, pag. 181—232, Handbuch der Theorie der lin. 
Differentialgleichuxigen, tom. II, pars II (Lipsiae, 1898), pag. 268—324; cf. Poincar^, Acta Mathe- 
matica, tom. IV, pag. 285—300. 
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VI. 



APPLICATIONES. 



Priusquam ad applicationes theoriarum generalium quas antea pau- 
cis indicavimus enumerandas iam transibimus, casus quosdam peculi- 
ares intueamur. 

I. De isogrammate, quod ad aequationem inter duas 
variabiles algebraicam spectat.* 

Quam investigationem incipimus ab eo casu, in quo polygonum 
normale est isogramma (vide pag. 33) generis p^ casu p — o triviali 
neglecto. Eae res quas in paragraphis III. et IV. invenimus, docent : 

a) Ubi isogramma ^p generis p datum est, omnes uniformes 
ipsius ri functiones, quibus intra ^p rationalium iiinctionum vis est, 
quseque in correspondentibus ipsius ^p coniugatorum laterum punc- 
tis eosdem valores assumunt, earum duabus 

inter quas aequatione algebraica 

F[z, t) = o 

generis p est relatio, via rationali exprimi possunt, isogrammaque 
simpliciter connexae superficiei Rp^ quae ex superficie RiEMANNiana 
Rp^ quae ad aequationem F{Zj /) = o pertinet, sectionibus apte electis 
prodit, homoeometricum est. 

bj Si vicc versa, aequatio algebraica F (z, /) = o generis /, sive 



* PoincarA, Acta Mathematica, tom. I, pag. 254 squ. ; Klbin, Mathem. Annalen, tom. XXI, 
pag. 14X aqa. ; Schwarz, Commentationes mathem. coll., tom. II (Berolini 1890) pag. 363 squ. 
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eius superficies RiEMANNiana data est, haec superficies sectionibus 
Ci, Di apte electis in simpliciter connexam Rp verti potest, quae 
semper isogrammati ^p generis/ homoeometrica est. Planum P, in quo 
hoc isogramma exsistit, tantum si / = i est, EucLiDEum, si />i est 
semper BoLYAianum planum est. Si p, q plani P canonicae coordinatae 
sunt, z, t sunt uniformes et automorphae ipsius ly = p + (| ^ — i func- 



tiones atque, si/=i est, bipeiiodicae, sin autem/>i est, FucHsianae, 
quae functiones nisi ad eos i} valores, quibus realia plani P puncta 
correspondent, non exsistunt. 

Primae et secundae speciei etiam integralia, quae ad aequationem 
F[z, /) = o pertinent, sunt uniformia in ly et cum ly substitutionem 
translationum coniunctionis G, quae isogrammatis ^p est, subit, tale 
integrale periodicitatis modulo augetur. 

Via ac ratio indicata variabiles aequatione generis p coniunctas 
in casu, quo / = i est, in forma nota uniformium et biperiodicanim 
integralis primae speciei functionum sistit, quam ob rem harum varia- 
bilium repraesentationem, quam eadem via ac ratione, si/>i est, 
functionum FucHsianarum ope adipiscimur, pro genuina repraesen- 
tationis, si / = i est, notae generalisatione habere possumus. 

c) SiG(j2:i, /i)=o aequationem denotat, quae ex aequatione F{z,t)=o 
birationali via transformata prodit, ita, ut una cum F{z, t) = o eiusdem 
classis sit, ut ill. Riemann sensit, isogramma 0r ad utramque aequatio- 
nem idem est et e contrario, duae aequationes, quibus idem isogramma 
correspondet birationali transformatione altera in alteram mutaii pos- 
sunt, ut ea data, quibus isogramma definitur, sint classis invarian- 
tes. Cum isogramma generis /, si />i est, a 6/ — 6 realibus id est a 
3/ — 3 complexis parametiis quibus definitur dependeat, hic parametri, 
qui ab illo. Riemann dicuntur classis moduli, cogitari possunt. Si 
p=i est, unum habemus modulum, periodorum rationem r (cf. Nr. III.). 
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Quibus ex geometria perlustratis, duas superficies RiEMANNianas 
2/-hi-pliciter connexas sive, ut magis in universum loquamur, 2/+1- 
pliciter connexas varietates duarum dimensionum in se ipsas rede- 
untes tum et tum solum homoeometricas esse, si iis idem isogramma 
correspondet, numerumque condicionum, quibus satisfaciendum sit, 
6/ — 6 esse (si/>i), et homoeometricas superficies RiEMANNianas 
sive varietates in se ipsas redeuntes semper birationali transforma- 
tione aliam in aliam transduci posse dicimus. 

Isogrammate, quod ad algebraicam aequationem duatum variabi- 
lium pertinet, classis modulos maxime illustrari videmus. Quae cogi- 
tandi ratio quos fructus algebraicarum functionum theoriae produxerit 
ut cognoscatur, sufficiat monstrare illum. PoiNCARife primum isogram- 
matis ope hoc theorema subtiliter probavisse,* aequationem algebrai- 
cam, cuius genus p>i est, finito birationalium transformationum nu- 
mero solo in se ipsum transferri posse ; unde iam sequitur hoc theo- 
rema: aequationem diflFerentialem primi ordinis ramificationis puncta 
fixa habentem, semper algebraicis operationibus integrari posse, si 
algebraicae relationis inter dependentem variabilem et eius derivatam 
genus est maius unitate. 

Birationales transformationes eae, quibus adhibitis algebraica aequatio 
F{Zj /) = o in se ipsam redditur, isogrammatis qualitatibus morpho- 
logicis plane illustrantur ; e. g. aequatio hyperelliptica breviter ea re 
describitur, quod 2p hyperbolicarum (tum solum parabolicarum, si 
/ = I est) substitutionum, quibus latera isogrammatis congruentia ad 
se transferuntur, axis uno puncto secantur.** 



* Acta Mathematicap tom. VII, pag. x squ. 
^ STOurp, Theaes (Parinis, z888) pag. 45. 
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Praeterea applicationes ad ABELianarum integralium theoriam clar. 

HUMBERT d0Cuit> 

2. De principio, quod ill. Poincar^ proposuit.** 

Si yit » "1 ym monogenearum complexse variabilis z functionum 

systema denotat, quae functiones ad puncta omnia RiEMANNianae super- 

ficiei Hpj quae ad aequationem algebraicam 

pertinet, finito numero singularium punctorum 

z = aMy t = bk (*— 1. 2, . . . , ») 

excepto, uniformes sunt, horum singularium punctorum cuique inte- 
ger numerus gj, hunc in modum assignetur. Si fiinctionum ^'i , . . . , ^'j» 
eorum ramorum, qui puncto (a^, bk) nexum habent, numerus finitus 
est, gj^ huic numero aequalis eligatur, aliter sit ^^^ = 00. Si super- 
ficiem Rp in locis {ak^ bk) trematibus aflfectum esse, numero g-f, au- 
tem correspondente tremati cuique assignato polygonum normale 
0r,pj quod simpliciter connexae superficiei /?r.^ homoeometricum sit, de- 
lineatum esse fingimus, ut jyi , . . . , j^n , ita J2r et / ipsa functiones ipsius 
ly = p -i- q 1/ — I uniformes apparent, si p, q coordinatas canonicas 
in plano, quod polygonum 0r,p contineat, designant, ita ut functio- 
nalis relatio inter jKi , . . . , jy« et (jer, /) variabili ff auxiliaria introducta 
uniformetur. Haec cogitandi ratio PoiNCAREianum principium appella- 
tur. E. g. yiy . . ., yn homogeneae et linearis aequationis differentialis 
;i-ti ordinis systematis fundamentalis elementa denotare fieri possunt, 
cuius coefficientes sunt rationales ipsorum {z, t) functiones. 

Tum ad ipsorum /, r, gf, valorum systemata, quae casibus 5. — 10., 



* Joumal de Math^mattqaes (Lioaville), series IV, tom. III, pag. 327—404. 
** Acta Mathematica, tom. IV, pag. 277 squ. 
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Nr. III. correspondent, aequatio diflferentialis linearis, de qua agitur, 
talis est, ut auxiliaria variabili rf introducta eius co6fficientes unifor- 
mes et biperiodicae ipsius tj functiones fiant. Quam ob rem nota 
ratio ac via aequationem differentialem LAM^ianam et magis in uni- 
versum aequationem differentialem quae dicitur PiCARDiana integrandi, 
specialis casus in generalem rationem supra indicatam, linearem aequa- 
tionem differentialem algebraicos coefficientes habentem integrandi 
continetur. 

Sit data homogenea et linearis differentialis aequatio n-ti ordinis 

coefficientes in z rationales habens, quae classis FucHsianae est cu- 
iusque integralia in Euclidei jer-plani punctis flfi, . . ., ay nexum dant 
et porro r^i , . . . , rjht aequationum fundamentalium et determinantium, 
punctis z = ak correspondentium, radices sint. Si omnia r*! , . . . , rkn 
sunt rationales numeri et in integralibus circum ak explicandis loga- 
rithmi non apparent, numerus gf, generali denominatori ipsorum 
^*i , . . . , ^A» aequalis, in omnibus ceteris casibus autem infipite magnus 
est eligendus. Normali polygono <Pr.o signaturam (o, r, ^i, . . ., g^ ha- 
benti, quod :2r-plano sectionibus 

apte electis in simpliciter connexam superficiem Fr, o mutato ac tre- 
matibus ai,...,ar numeris gi^^-^ygr instructo homoeometricum e&t, 
quod itaque in hoc casu ruta sit, delineato, »y = p-hq )/ — i, ubi p, q 
canonicae plani polygonum 0r, o continentis coordinatae sunt, variabi- 
lem independentem introducimus, unde sequitur, ut z uniformis et 
automorpha ipsius r/ functio fiat et elementa aequationis [A) systematis 

8 
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fundamentalis >^i , . . m >» simul in uniformes ipsius t) functiones 

yk=y^k{ri) (*— I. a n) 

mutentur, quae sunt tales ut, si ^ translationum coniunctionis G, quae 
polygono 0r,o definitur, substitutionem Sv subit, functiones ^i , . . .^yn 
aequationis differentialis [A) monodromiae coniunctionis S homoge- 
neam et linearem substitutionem Tv subeant. Quae uniformes fiinc- 
tiones V^*(iy), quas ill. Poincar]^ Zeta-FucHsianas appellavit, si 
polygonum ^r, o in BoLYAiano plano exsistit et si r*i , . . . , Tkn cuncta 
realia sunt, seriebus 

[B) i^ T;r"^k [Sv T)) [^Y^J (*-'. -.-•.«) 

serie quadam Theta-FucHsiana divisis exprimi possunt,"^ ubi Hi , . . . , ffn 
rationales ipsius ly functiones denotant et m positivus et integer nu- 
merus satis magnus est. Series [B) convergentes esse ill. PoincarA, 
qui has series Zeta-FucHsianas appellavit, considerationibus, 
quae in plano BoLYAiano metiendo nituntur, adhibitis probavit.** 

3. De problemate RiEMANNiano ad linearium aequa- 
tionum differentialium theoriam proposito. 

Functiones Zeta-FucHsianae in casibus quibusdam praesto sunt ad 
solvendam quaestionem ex quae ill.RiEMANN in fragmento postumo*** 
linearium aequationum differentialium theoriam aedificare conatus est, 
quamquam eam solvi posse non probavit. Ex hac quaestione systema 
complexae variabilis z functionum, quae praescriptis quibusdam sin- 
gularibus punctis ^i, . . ., «r exceptis undique uniformes, finitae, con- 
tinuae sunt, in punctis ipsis autem haud indefinitae fiunt ac simul 

* PoiNCAR^. Acta Mathematica, tom. V, pag. 257. 
** 1. c. pag. 233—235, 259—264. 
if** Opera mathematica (Lipsiae, 1890) pag. 379 sqa. 



DE APPLTCATIONIBUS GBOMETRLE ABSOLUTiE ANALYTICIS. 5<) 

praescriptas homogeneas lineares substitutiones -^x , . . . , Ar—i variabili 
z sectiones (ai, ar), . . ., (^r-x, ar) directione positiva servata semel 
transgressa subeunt, indicetur. Serierum Zeta-FucHsianarum ope hoc 
problema solvi posse auctor ea condicione probavit,* si substitutio- 
num Ai^ . . ., Ar-i et 

sequationum fundamentalium radicum valor absolutus unitati aequa- 
lis est. 

Scriptum aestate anni MDCCCCII. 



* Cf. lounud fur Mathematik (Crelle), tom. 123, pag. 138 aqu. 
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Acutissimi illi mathematici, Bolyai pater et filius et Lobatschefs- 
KiJ, a quibus geometiia ab undecimo axiomate Euclideo non depen- 
dens stabilita est, quamquam eae rationes, a quibus exorsi sunt, et 
methodi, quibus utebantur, geometricae erant, geometriae systemate 
mutato mechanicam analyticam quoque, quin etiam totam physicam 
mathematicam novis rationibus accommodandas esse iam perspe- 
xerunt. 

LoBATSCHEFSKiJ iu opere, quod inscribitur: Geometriae prima 
elementa (1829), cum paucis indicavit, quantum geometria ima- 
ginaria ad mechanicam analyticam valeat, tum quaestionem movit, 
utrum ex parallaxibus stellarum fixarum axioma EucLiDEum de 
lineis parallelis verum esse necne diiudicari possit, et astronomo- 
rum mensuras, quatenus eorum observationes accuratae esse pos- 
sent, a geometria EucLiDEa nihil abhorrere invenit. Nuper (1900) 
ScHWARZSCHiLD, vir clarissimus, hanc rem distributionem stellarum 
fixarum respiciens tetigit; idem astronomos non habere, quod geo- 
metriae EucLiDEae, ut cum Schweikar ro (i 8 r 8) dicam, geometriam 
astralem anteponerent, demonstravit. 

Item WoLFGANGUS BoLYAi ratioues astronomicas adhibuit, cum in 
opere Generalis conspectus geometriae, quo Tentaminis 
primus tomus (1832) finitur, hunc in modum dicit: «Aliud est si res 
non a priori sed quoad praxim consideretur et, pro data ah, rectae 
aCj donec adhuc secet rectam bb, angulus a posteriori mensuretur: 
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nempe tum saltem a posteriori constabit u a recto, pro tantis lineis 
quas nobis tentare licet, haud multum differre. Sed quid si ah usque 
ad Sirium protenderetur, aut ulterius? Utcunque sit, tempus ab 
aetemo connata spatii soror, ei auxilio venit, et quum motus corpo- 
rum coelestium calculis u = R posito innixis conveniant, pro omni 
mensurationum nostrarum sphaera, in praxi eidem suppositioni tuto 
conquiescere monet.» 

In opere, quod inscribitur Scientia spatii absolute vera 
(1832), loANNES BoLYAi, Wolfgangi filius, ad cuius diem natalem 
centenarium celebrandum hic libellus scriptus est, eam quaestionem 
neglexit. Idem in commentatione Germanice scripta, iquam 1835 or- 
tam esse putamus quaeque recenti tempore inter scripta, quae reli- 
quit, inventa est, geometria absoluta adhibita mechanicam quoque 
constitui posse docuit. Quam rem amplius tractavit, ubi de opere 
Geometrische Untersuchunjgen zurTheorie der Paral- 
lellinien, quod Lobatschefskij 1840 edidit, iudicium fert, de quo 
iudicio paulo ante KOrschAk, vir clarissimus, et ipse quoque rettu- 
limus. Cum mensuris terrestribus, ut ait Bolyai, fieri non possit, ut 
inter geometriam EucLiDEam et absolutam diiudicetur, differentia 
utendum esse, quae in calculis oriatur, si planetarum loci primo ea 
conditione ad calculos vocentur, ut trianguli angulorum summa duos 
rectos efficiat et duorum corporum vis attractiva reciproca propor- 
tione esse ponatur superficiei sphaericae, cuius radius duorum corpo- 
rum coelestium distantiae aequalis sit, porro si deinde calculi angulo- 
rum summa magis magisque a duobus rectis discedente repetantur. 
Quodsi in differentia quadam planetarum motus cum motu calculis 
effecto convenire desinat, crescente autem diffierentia abhorrere non 
desinat, iure ac merito angulorum summam minus quam poneretur 
a duobus rectis differre concludi posse. 
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lucundum est cognoscere planetae motum circa corpus centrale 
a KiLLiNGio, viro clarissimo, qui eandem attractionis legem atque 
loANNES BoiYAi posuit, tractatum esse (1885); qui probavit motum 
ut in spatio Euclideo lege NEWTONiana posita ita in spatio abso- 
luto curvis secundi ordinis contineri et ad normam legum legibus 
KEPLERianis similium dirigi. Eadem attractionis lege, quam Ioannem 
BoLYAi invenisse valde admirandum est, ei mathematici usi sunt, 
qui de theoria functionis potentialis ad spatium absolutum extensae 
scripserunt; quam rem postea pluribus verbis tractabimus. 

Multum tempus consumptum esse, priusquam ea, quae Loba- 
TSCHEFSKIJ et Ioannes Bolyai de geometriae principiis invenerant, 
a mathematicis comprobarentur, constat. Quam ob rem etiam plus 
temporis intercessisse, priusquam geometrae varietatum, quae cora- 
pluribus dimensionibus fruuntur, mechanicam attingere auderent, 
mirum non est. Tamen non sine causa Lipschitz, vir illustrissimus, 
dixit (1873), eiusmodi disquisitiones revera satis antiquas esse, quippe 
quarum principia Mechanica analytica, cuius auctor Lagrange 
(1788) sit, iam contineri videantur. Constat enim magna pars me- 
chanicae analyticae, eaque quae permagni momenti est, in eis motibus 
investigandis, in quibus positio systematis corporum vaioribus va- 
riabilium quarumdam independentium definitur, quarum numerus 
finitus est. Ut eiusmodi systematis motus ad aequationes differentiales 
revocetur, viris vivae et laboris virtualis expressiones formari satis 
esse Lagrange demonstravit. Qui labor virtualis est variabilium illa- 
rum forma diflferentialis lineaiis, cuius coefficientes significant vires 
generalissimo sensu acceptas ; illa vis est forma differentialis quadra- 
tica quadrato temporis diflferentialis duplici divisa. Quae forma diflfe- 
rentialis quadratica cum elementi linearis quadratum haberi possit 
varietatis cuiusdam tot dimensiones habentis, quot variabiles sunt. 
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sive, ut geometrarum anglicorum more dici solet, dimensionum nu- 
merum parem libertatibus systematis, adducimur, ut statuamus syste- 
matis motum, quem modo contemplati sumus, aequivalentem esse 
motui puncti singularis, quod in spatio complurium dimensionum vaga- 
tur operantibus viribus, quas laboris virtualis expressio producit. Quae 
aequivalentia in eo consistit, quod aequationes diflferentiales, quibus 
motus puncti paret, eaedem sunt atque aequationes diflFerentiales, 
quibus motus systematis obtemperat. 

Quae dixi ut exemplis illustrem, problema trium corporum astro- 
nomicum problemati motus puncti singularis, quod in spatio no- 
vem dimensionum promovetur, aequivalens est. Porro gravidi turbi- 
nis sphaerici motum aequivalentem esse motui puncti singularis, quod 
in spatio sphaerico trium dimensionum idoneis viribus operantibus 
vagatur, F. Klein et Sommerfeld, viri clarissimi, (1898) demonstra- 
verunt. Si MAXWELLium (1873) et I. I. THOMSONem (1888), viros 
clarissimos, auctores secuti aequationes LAGRANGEianas parametris 
elasticis, electricis, magneticis, thermicis, chemicis adhibitis in omni- 
bus physicae mathematicae generibus valere dicamus, eiusmodi aequi- 
valentiarum numerus multo maior est ; quam rationem probantes ad 
«mechanicorum modellorum» notionem, quam cum alii tum Boltz- 
MANN, vir clarissimus, stabiliverunt, perveniamus. 

Aequationes diflFerentiales, quas Lagrange proposuit, eo modo 
concipi posse, ut eis motus puncti in spatio complurium dimensio- 
num vagantis dirigatur, iam docuit Iacobi in lectionibus, quas per 
sex menses anni 1842 — 43 habuit, quamquam in problematis pecu- 
liaribus substitit ; quod eius meritum multis annis post innotuit, post- 
quam Clebsch has lectiones anno 1866 edidit; quam rationem Iacobi 
a coordinatarum ellipticarum generalium notione profectus invenisse 
mihi videtur, quae ab eo anno 1839 pubUci iuris facta erat. Neque 
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multum afiiit, quin Liouville (1850, 1856) et Minding (1864) aequa- 
tiones LAGRANGEanas simili modo interpretarentur. 

Postquam Beltrami (1869) varietatum, quae compluribus dimen- 
sionibus fruuntur, lineas geodaeticas simili ratione inveniri posse osten- 
dit, qua in inveniendis lineis geodaeticis superficierum curvarum geo- 
metrae usi erant, Lipschitz, vir acutissimus, anno 1872, quomodo 
pro motu systematis finiti libertatum gradus compotis considerari 
posset motus «puncti repraesentantis » , quod operantibus viribus, quae 
laboris virtualis expressione continentur, promovetur in varietate 
complurium dimensionum determinata viris vivae expressione, ex- 
posuit. Disquisitiones, quas Beltrami et Lipschitz instituerant, a no- 
vis rationibus profectus et diversa addens Darboux, vir illustrissi- 
mus, anno 1889 denuo explicavit. 

Quamquam quam fertilis esset haec methodus, mathematici non 
ignorabant — id quod praecipue in problematum dynamicorum «aequi- 
valentia analyticat disquirenda et in theoria «grupparum transforma- 
tionum», cuius auctor est Sophus Lie, ad mechanicam abhibenda 
apparet, quod testantur disquisitiones a viro clarissimo Painlev^ et 
a me ipso (1891 — 1897) institutae — hae rationes tamen a plurimis 
geometris non prius acceptae sunt, quam Hertz opere Principien 
der Mechanik (1894) efFecit, ut victrices evaderent. 

Unicuique systematis configurationi punctum varietatis supra 
commemoratae respondet. Quomodo autem systema, si hac con- 
figuratione dispositum est, se habeat describenti velocitates, quarum 
eius partes compotes sunt, novisse necesse est; quam ad rem cog- 
noscendam variabiHum independentium difierentialia tempore diffe- 
rentiali efiecta sive velocitatis coordinatas invenisse sat est. Sed 
commodum est pro his velocitatis coordinatis valores hnearium quo- 
rundam aggregatorum indicari, quae ex differentiatione viris vivae 

9* 
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respectis velocitatis coordinatis prodeunt; quae aggregata nuper im- 
pulsus coordinatae appellata sunt. Itaque qui sit systematis habitus, 
qui et partium singularium situ et velocitate earum definitur, puncto 
varietatis, cuius numerus dimensionum duplo maior est numero liber- 
tatum, repraesentatur. Quod punctum reprsesentans, quo Poincar^, 
vir illustrissimus, in problemate trium corporum disquirendo iam 
(1890) usus erat, etiam ad theoriam caloris mechanicam excolendam 
multum valuit, cui investigationi BoLTZMANNii, viri illustrissimi, ves- 
tigia secuti Zermelo (1900) et J. W. Gibbs (1902), viri clarissimi, 
operam dederunt. Mentione etiam dignum est, eisdem aequationibus 
differentialibus, quae inter situs et impulsus coordinatas sunt, fluidi 
incompressibilis, quod in illa varietate repraesentante continetur, mo- 
tum dirigi; quae res in operibus auctorum quas modo commemoravi 
insignem locum obtinet. 

Neque vero de punctorum solum repraesentantium motibus dis- 
putatum est, sed etiam geometrae ea libertate, quam suo iure sibi 
vindicant, usi varietatum, quae compluribus dimensionibus fruuntur, 
mechanicam dignam esse, quae per se ipsa investigaretur, iudica- 
verunt. 

A varietate igitur complurium dimensionum profecti, cuius ele- 
mentum lineare radix quadratica formae datae quadraticae differentialis 
est, primum puncti, quod in illa varietate operantibus viribus datis 
promovetur, motum investigaverunt; qui motus aequationibus diffe- 
rentialibus LAGRANGEanis dirigitur. Deinde exorta est quaestio, num 
etiam theoria motus systematum rigidorum seu solidorum, quam 
d'Alembert et Euler stabiliverunt, ad varietates complurium dimen- 
sionum applicari posset; qua in re initio a cinematica capto ad sta- 
ticam et cineticam progrediendum est. Sed exemplum superficierum 
curvaruni docet, ad varietates comphirium dimensionum, nisi condi- 
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tionibus quibusdam satisfaciunt, cinematicam systematum rigidorum 
non posse adhiberi ; quibus conditionibus eflficitur, ut systemata quae- 
dam rigida in illa varietate aut libere aut intra terminos aliquos mo- 
veri possint. Campus magnus disquisitionum pulcherrimarum patet 
geometris varietates contemplantibus, in quas cinematica qusedam 
cadit. Quae disquisitiones eo iucundiores sunt, quod theoriae «grup- 
parum transformationum» adhibendae facultatem dant, quoniam varie- 
tates, de quibus agitur, eae ipsae sunt, quarum elementa linearia 
gruppis continuis transformationum in se ipsa mutantur. Mauricium 
LiSvY, virum clarissimum (1878), cuius formularum non parva pars 
iam in commentatione invenitur, quam Massieu (i86i) edidit, secuti 
recentibus temporibus viri clarissimi Cerruti (1895), Bianchi (1897), 
Ricci (1898), CoTTON (1899), Bemporand (1899), Davisson (1900), 
Levi-Civita una cum Ricci (1901) hanc rem ita tractaverunt, ut dis- 
quisitio varietatum trium dimensionum, quae quidem ad reales varia- 
biles pertineat, perfecta esse videatur. 

Insignem in cinematica systematum rigidorum locum obtinent 
varietates, quae constanti curvaturae mensura fruuntur, cum in eis 
systemata quaelibet rigida libere promoveri possint; qua proprietate 
varietates illas definiri ex disquisitionibus apparet, quas Helmhoitz 
(1866, 1868) et SoPHUS LiE (1886, 1893) instituerunt. Hinc explicari 
mihi videtur, quod usque ad hunc diem geometrae in disquirendis 
motibus systematum rigidorum, quae varietatibus curvatura constanti 
fruentibus continentur, omne studium posuerunt; varietatum enim 
EucLiDEarum curvatura, quippe quae evanescat, constans haberi de- 
bet. De quibus disquisitionibus infra ftisius agendum erit. 

Postquam exposuimus, quae varietatum compluribus dimensionibus 
fruentium mechanica sit, quaestiones singulae, quibus geometrae operam 
dederunt, tractandae sunt. Atque primum de eis disquisitionibus aga- 
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tur, quae ad motum puncti singularis vel complurium punctorum, 
deinde de eis, quae ad motum systematum rigidorum pertinent. Cum 
illic varietatum, in quibus puncta vagantur, natura admodum varia 
sit, hic nuUae varietates nisi curvatura constanti fruentes adhuc a 
geometris disceptatae sunt. Appendicis loco nonnuUae disquisitiones 
enumerentur, quae ad systematum deformabilium theoriam spectant. 

Quaestionem de motu puncti propositam, quod e centro fixo ea 
vi attrahitur, quae distantiae centralis functio est, Binet (1837) a tri- 
bus ad quemlibet dimensionum numerum extendit; quam rem vir 
clarissimus Combescure (1881) ipse quoque tetigit. Tum Schering 
(1873) quaesivit, quomodo res se habeat, si vis non solum a distantia 
centrali, sed etiam a puncti velocitate dependeat, atque Ebert, vir 
clarissimus, (1902) de motu complurium punctorum se invicem attra- 
hentium disseruit. Planetarum orbitas in spatiis curvaturae constantis 
vagantium viri illustrissimi Lipschitz (1873), Ca^ley (1873), Killing 
(1885) contemplati sunt atque Phragm^n, vir clarissimus, (1890) theo- 
remata quaedam a clarissimo viro Poincar6 de trium corporum invi- 
cem attrahentium motu in spatio Euclideo proposita eadem via per- 
secutus est. Alias quasdam quaestiones de motu puncti in varietate 
curvaturae constantis promoti da Francesco (1898) tractavit, qui 
mechanicae elementaris cursum ad hoc genus mechanicae generalis 
transferre conatus est. 

Ad motum in spatio Euclideo complurium dimensionum disqui- 
rendum non sine fructu adhibentur coordinatae ellipticae generales, 
quarum theoriam Iacobi (1839) explicavit; quas adhibentes saepe ad 
integrationem aequationis diflferentialis HAMiLTONianae pervenimus, 
quippe quae eo modo variabilibus separatis ad quadraturas reducatur. 
Quam rationem HiEDENKAMP (1841), Schl^fli (1852), Rosochatius 
(1877), RuDio, vir clarissimus, (1898) accuratius persecuti sunt. Ele- 
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mentorum linearium formas generaliores, quarum ope integratio var- 
riabilibus separatis effici possit, Liouville (1849) ^^ auctor (1891) 
indicaverunt. Neque silentio praetereundus videtur vir clarissimus 
Darboux, qui 1898 in spatio Euclideo complurium dimensionum 
pro superficiebus secundi ordinis confocalibus, quae coordinatas ellip- 
ticas praebent, cyclides confocales adhibuit. A disquisitionibus, quas 
Weierstrass (1866) et vir clarissiraus Sxaude (1887) instituerant, pro- 
fectus equidem (1891, 1900) investigavi, quomodo in classe proble- 
matum dynamicorum a me anno 1891 detecta variabiles a tempore 
dependeant. Qua in re functiones quaedam coraplurium variabiliura 
exstiterunt compluribus periodis fruentes, quarum theoriara Ahrens, vir 
clarissiraus, (1895) fusius explicavit. Denique Painlev6, vir illustrissi- 
mus, (1894) theoreraata nonnuUa generalia proposuit, quibus raotus 
puncti intra varietatera corapluriura dimensionura vagantis accurate 
describitur. Magna copia extat disquisitionum ad formas quadraticas 
diflFerentiales pertinentium, quas probleraatis dynaraicis tractandis 
adhiberi posse apparet; quae taraen, cura raere analyticae sint, hoc 
loco praeterraittendae videntur. 

lam vero de raechanica systeraatum rigidorura dicendura est, qua 
in re primura cineraaticara et staticara, deinde theoriara functionis 
potentialis, denique cineticara tractabimus atque ita, ut per totam 
hanc tripertitam quaestionem primum spatia EuDLiDEa complurium 
dimensionum, tum spatia constanti curvaturae mensura fruentia con- 
sideremus. 

Cineraatica excolenda a georaetria ad dynaraicara viara aperit. 
Quara enira arte cineraatica cura georaetria cohaereat, cnm ex aliis 
rationibus tum inde cognoscitur, quod theoria EucLiDEa linearura 
curvarum dupKcis curvatiu"ae conteraplationura cineraaticarum ope 
dilucide expUcatur. Quam viam Hoppe (1880), Brunel (1881), Piron- 
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DINI (1890), LaNDSBERG (1897), PlCCIOLI (1898), LOVETT (19OO), HaRDY 

(1902) ad lineas curvas, quse spatiis EucLiDEis coniplurium dimensionum 
continentur, transtulerunt. Et eadem ratio cadit in superficierum cur- 
varum proprietates. Qua in re mirum non est «methodum cinemati- 
cam», qua imprimis Darboux, vir illustrissimus, (1887) spatium 
EucLiDEum trium dimensionum considerans usus erat, a viris claris- 
simis Craig (1898) et Hatzidakkis (1900) spatiis complurium dimen- 
sionum adhibitam esse. Neque praetereundum est virum illustris- 
simum Lipschitz (1876) curvaturae theoriam eo modo extendisse, ut 
relatione uteretur, quae inter radium curvaturae atque pressum norma- 
lem puncti in linea vel superficie aliqua mobilis exsistit. 

De cinematica corporis solidi, quod in spatio Euclideo com- 
plurium dimensionum promovetur, multi auctores egerunt. Ex quibus 
primum fortasse EuLERum (1770) nominaverim, quem formulas quas- 
dam, quibus coordinatarum CARTESianarum systematis transformatio 
dirigitur, ad quatuor vel plures dimensiones extendisse in commen- 
tatione anno 1849 scripta, anno autem 1884 a viro clarissimo Kor- 
TUM edita ostendit Iacobi. Cuius vestigiis, ut videtur, insistens, 
ScHL-«FLi (1859, 1866) huic rei operam dedit. Nuper de legibus, 
secundum quas corpus solidum in spatio Euclideo quattuor dimen- 
sionum promovetur, scripserunt viri illustrissimi Jordan (1875), Cole 
(1890), Goodwin(i899), Jahnke (1902). Easdem leges in spatio quin- 
que dimensionum Cannizzo (1896), in spatio n dimensionum Jordan 

(1875), LlPSCHITZ (1880, 1886, 1896, 1900), SCHEEFFER (1880), KOX 
(1881), SCHOUTE (1891), STUDY (1891), VaHLEN (1897, 1902), JOLY 

(1898), Whitehead (1898) persecuti sunt. Mentione etiam dignum 
est has disquisitiones arte cum numerorum complexonim theoria 
sublimiore cohaerere. 

Contra statica spatiorum EucLiDEorum complurium dimensionum 
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neglecta est, nisi quod Schoute, vir clarissimus, (1902) memorandus 
videtur, qui in systematis virium reducendis versatus theoremata nota, 
quorum auctores sunt Chasles et Mcebius, ad complures dimen- 
siones extendit. 

Prorsus aliter res se habet in spatiis curvatura constanti fruenti- 
bus, quo in genere a statica ordiri idoneum mihi videtur. 

Daviet de Foncenex (1762) quomodo vires, quibus corpus rigi- 
dum tangitur, componendae sint, a simplicissimis compositionis pro- 
prietatibus profectus exponere conatus est. Quanta sit vis resultans 
duarum virium, quibus eadem intensitas insit quarumque directiones 
eodem plano contineantur atque esedem linese rectae normales sint, 
aequatione quadam definitur functionali, cui satisfit, cum functio deter- 
minanda magnitudini constanti aequalis ponitur; qua re ad principium 
vectis ARCHiMEDEum pervenitur. Cui aequationi functionali etiam 
satisfieri, cum fiinctio expressioni aequalis ponitur, quae ex fiinctioni- 
bus exponentialibus constat, d*Alembert (1773) et Laplace (1799) 
animadverterunt ; quam solutionem qui accipiat, eum ad geometriam 
absolutam deduci necesse esse Genocchi (1869) demonstravit. Cum 
autem geometria absoluta posita eadem lex virium componendarum 
adhibenda sit, sequitur ut et axioma undecimum EucLiDEum et prin- 
cipium vectis ARCHiMEDEum aequo iure aut accipienda aut reicienda 
sint. At ratio vires, quarum directiones sese intersecant, componendi 
virium parallelogrammate conservato valet sive accipias sive spernas 
axioma parallelarum, dummodo constructiones in campo infinite 
parvo efficiantur; atque simili modo laboris virtualis principium ab 
axiomate parallelarum non dependet. Quam rem viri clarissimi 

GeNOCCHI (1869), LlNDEMANN {1873), AnDRADE (1897), DA FrANCESCO 

(1899) tractaverunt. 

Systema virium, quibus corpus solidum tangitur, mechanica EucLi- 

10 
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DEa valente semper reducitur ad vim singularem, quae ex puncto 
arbitrario operatur, et par virium, quod viri singulari aequivalet in- 
finite parvae, quae continetur plano in infinitum remoto. Cui de syste- 
matis virium reducendis doctrinae doctrina de motibus corporis rigidi 
infinite parvis componendis respondet, quos motus semper ad rotatio- 
nem circum axem per punctum arbitrarium transeuntem et transla- 
tionem singularem reduci posse constat. Qua in re cum lineis rectis, 
per quas vires operantur, rotationum axes tum viribus, quae continen- 
tur plano in infinitum remoto, translationes respondent ; quo effi- 
citur, ut statica et cinematica corporis rigidi dualitatis relationem 
habeant. lam illud adhibendo, quod Klein, vir illustrissimus, (1871) 
docuit, geometriam absolutam et theoriam mensurarum proiectivam 
a clarissimo viro Caxxey (1859) constitutam inter se cohaerere — eo 
autem cohaerent, quod pro motibus spatii absoluti transformationes 
proiectivas ponere licet, quibus superficies secundi ordinis absoluta 
non mutatur — eo pervenimus, ut spatio curvaturae constantis posito 
theoriam motuum corporis rigidi infinite parvorum una cum theoria 
compositionis virium infinite parvarum, quibus corpus solidum tangi- 
tur, admiranda quadam facilitate stabiliamus. Qua in re contemplanda 
cognoscitur, in mechanica absoluta diflferentiam et inter rotationes atque 
translationes et inter vires singulares atque paria virium tollita, ut sex 
coordinatarum, quae sunt et motus infinite parvi et, ut cum PlOckerio 
dicam, dynameos infinite parvae, unaquaeque ceteras quinque aequi- 
peret et idem ius habeat. Perinde, ut hoc praecipiam, in corporis 
rigidi cinetica absoluta pro tribus theorematis, quae sunt de motu 
centri gravitatis, et pro tribus theorematis, quae sunt de summa area- 
rum descriptarum, sex theoremata se aequiperantia idemque ius 
habentia stabiliuntur. Et cum in mechanica EucLiDEa saepe fiat, ut et 
translationes et rotationes separatim disquirantur, in mechanica abso- 
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luta ista separatio nunquam fieri potest. Cuius rei auctores nominen- 
tur viri clarissimi Lindemann (1873), ^'Ovidio (1873), Stahl (1873), 
RicoRDi (1882), Heath (1884), Segre (1885), F- Klein (1873, 1890), 

BURNSIDE (1895), SeILIGER (1897). 

Geometrae mechanicam EucLiDEam exsequentes theoriam stabili- 
verunt, qua cum motus corporis rigidi infinite parvi tum dynames 
corpus tangentes quantitatum simplicium neque in partes divisibilium 
locum obtinent, dico theoriam cochlearem, quam Ball, vir clarissi- 
mus, (1880 — 1890) constituit, ad umbilicum duxit nuper (1902) 
Study, vir clarissimus. Quae theoria cum in mechanica EucLiDEa 
ssepe utilis sit, in mechanica absoluta non modo semper idonea, sed 
etiam prorsus necessaria est. Suo igitur iure geometrae in theoria 
cochleari ad spatia curvaturae constantis transferenda magnam ope- 
Iram sumpserunt. Praeter huius theoriae auctorem ipsum, cuius disqui- 
Isitiones Gravelius (1889) pluribus verbis exposuit, in hoc genere viri 
clarissimi nominandi sunt Clifford (1876), Buchheim (1884), Heath 
(1884), Kotelnikoff(i895, 1899), Burnside(i889), Study(i90o, 1902). 

Theoriam fiinctionis potentialis in spatiis complurium dimensio- 
num EucLiDEis valere iam Green (1833, 1835) animadvertit, qui 
praecipue potentialem ellipsoidis generalis tractavit. Quam rationem 
ScHLiEFLi commentatione annis 1850 — 1852 confecta, anno 1901 
autem ex scriptis postumis edita accuratius perspexit, qui ellipsoidis 
generalis et massa impletae et per superficiem massa constratae fiinc- 
tionem potentialem contemplatus est. Post GREENium primus C. Neu- 
mann (1867) disquisitiones de potentiali generali publici iuris fecit. 
Eum Kronecker (1869) secutus est, qui annis 1881 et 1891 ad ean- 
dem rem rediens ellipsoidis generalis functionem potentialem formula 
elegantissima expressit. Deinceps de theoria generali potentialis 
scripserunt viri clarissimi Beltrami (1869), Betti (1871), Tonelli 
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(1875, 1882), CAyLEY (1876), GUNDELFINGER (1878), MaCHER (1878), 
GUTZMER (1890, 1893), SchOTZ (1895), DyCK (1898), PoiNCARi (1898). 

Casus peculiares tractaverunt Hoppk (1880), nempe sphaeram, Hob- 
SON (1896), nempe pateras ellipsoidicas et discos, DixON (1897), nempe 
corpora in anulorum speciem formata, Wirtinger (1897), nempe 
corpora, quorum superficies varietatibus spbaericis constant. 

Vir illustrissimus Lipschitz (1872) rettulit, matbematicum acutis- 
simum Dirichlet iam anno 1852 tbeorise potentialis ad spatium 
byperbolicum transferendae operam dedisse; quem a viro summo 
Gaussio instigatum esse putaverim. Postea et Schering (1873) ^^ 
qui eius scbolis interfiierunt viri clarissimi Fresdorf (1873), Tonelli 
(1875), Opitz (1881) de ea re egerunt. Quantae difficultates obstent 
tbeoriae potentiali extendendae ad spatia curvatura constanti positiva 
fruentia vir illustrissimus F. Klein (1891) docuit. In spatiis spbaericis 
enim omni massae attrabenti eadem massa respuens in puncto averso 
respondet; id quod quamvis mirum tamen non absurdum est. At in 
spatiis ellipticis functionis potentialis elementum duobus valoribus 
frui necesse est; id quod a mecbanicae principiis omnino abborrere 
perspicuum est. 

Corporum rigidorum cineticae massarum geometria quae dicitur 
praemitti solet, in qua de inertiae axibus principalibus atque de 
inertiae et deviationis momentis principalibus investigandis agitur. 
Quod spatia elliptica attinet, Clifford (1874) ab imagine imagina- 
ria, quam Hesse adumbravit, profectus axium inertiae tbeoriam expli- 
cavit. In geometria enim EucLiDEa tetraedrum polare imaginis ima- 
ginaiiae et circuli spbaerici imaginarii in infinitum remoti tribus in 
campo finito sitis fruitur aciebus, ut boc vocabulo significem lineas 
rectas binarum bedrarum communes. Quae acies tres axes inertiae 
principales exbibent, cum ceterae tres acies plano in infinitum remoto 
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contineantur. Quoniam vero in spatio elliptico pro circulo imagina- 
rio exstet superficies secundi ordinis absoluta, tetraedrum polare 
huius superficiei et imaginis imaginariae sex axes inertiae principales 
exhibet. De momentis et inertiae et deviationis haud multi auctores, 
viri clarissimi Killing (1885), Hoppe (1887), S. Kantor {1896), 
egerunt. 

Corporis rigidi rotationem circa punctum fixum, si spatium 
EucLiDEum complurium dimensionum ponatur, iam Cavley (1846) 
tetigit, qui qua ratione sequationes differentiales motum diiigentes 
inveniantur breviter perstrinxit. Quarum aequationum formulas accu- 
ratas Frahm (1873) indagavit. Idem aequationes quasdam integrales, 
quae corpore sine virium extemarum ope promoto valent, detexit et 
intra numerum quattuor dimensionum consistens, dummodo constan- 
tes problemati propriae relationes quasdam habeant, integrationem 
sohs quadraturis effici posse statuit. Tum Clifford {1876) corpore 
sine virium extemarum ope promoto aequationes differentiales inte- 
grare conatus est fiinctionibus illis celeberrimis, quae litera theta 
significantur, cum argumenta functionibus linearibus temporis aequalia 
ponantur. Sed Killing, vir clarissimus, (1885) demonstravit, hanc 
solutionem peculiarem esse neque ubique valere, quippe quae non 
satis magnum numemm constantium arbitrariamm praebeat. Denique 
ScHOTTKY, vir clarissimus, (1891) pro casu quattuor dimensionum solu- 
tionem generalem quadraturis expressit. 

De rotatione corporis rigidi in spatio curvaturae constantis posi- 
tivae promoti primus Clifford (1874) dissemit, aequationes differen- 
tiales inveniens, quibus motus corporis obtemperat. Paulo post (1876) 
Beltrami demonstravit aequationes illas ad formam EuLERianis aequa- 
tionibus similem redigi posse. Tura Heath {1884) rotationem corpo- 
ris solidi sine virium externamm ope promoti in spatio trium dimen- 
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sionum contemplatus integrationem fiinctionibus efficere conatus est, 
quae littera theta significantur ; quod, cum iusto minorem numerum 
constantium arbitrariarum invenerit, ei minus prospere successit. 
Denique VoLTERRiE, viri clarissimi, vestigia secutus vir clarissimus 
DA Francesco (1900), quomodo haec quaestio quadraturis solvi possit, 
indicavit. 

Ut finem faciam, vir clarissimus F. Klein (1897) motum nuUis 
viribus extemis eflfectum corporis rigidi in spatio hyperbolico trium 
dimensionum vagantis ita determinavit, ut massarum distributionem 
peculiarem poneret. Motus quosdam viribus extemis eflfectos da Fran- 
CESCO (1901) tractavit, qui conditiones invenit eis similes, quibus 
positis motum corporis gravidi in spatio Euclideo considerantes 
Lagrange et SoNJA Kowalewski aequationes diflferentiales ad qua- 
draturas reduxerant. 

De corpomm deformabilium mechanica appendicis loco nonnul- 
las disquisitiones commemorare liceat. Quae sit forma catenae, quae 
spatio curvaturae constantis continetur, da Francesco (1900) osten- 
dit. Aequationes, quibus aequilibrium corporis elastici isotropi defi- 
nitur, Beltrami (1881) ea ratione constituit, ut in spatiis curvaturae 
constantis valeant; quem secutus Padova (1889) theoriam, quae a 
MAXWELLio nomen traxit, spatiis curvaturae constantis adhibuit. 
Eidem rei viri clarissimi Somigliana (1888) et CesAro (1894, 1896) 
operam dederant. Denique viri clarissimi Siebert (1883) ^* Hill 
(1884) quaestiones quasdam hydrodynamicas, quae numerum dimensio- 
num tertio maiorem habent, tractavemnt. 

Omnia quae in hac commentatione dicta sunt respicientes multos 
mathematicos eosque egregios studium ad eam mechanicae partem, 
quae ad varietates complurium dimensionum spectat, contuUsse 
cognovimus. Quod, quae est argumenti gravitas, mirandum non est. 
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Primum enim has disquisitiones bonse frugis plurimum ad fines me- 
chanicae propagandos aflFerre patet. Deinde cum ceteris et geome- 
triae et analyseos partibus artius quam exspectaveris coniunctae sunt, 
veluti cum numerorum complexorum theoria sublimiore, cum formis 
quadraticis diflferentialibus, cum theoria grupparum transformationum 
continuarum, cum geometria proiectiva, cum doctrina figurarum, quae 
lineis rectis efficiuntur; quas theorias hac societate inita valde pro- 
motas esse nemo non videt. Denique, quod maximi momenti est, 
saepe theoremata, quae solam mechanicam EucLiDEam consideranti 
prorsus discrepare videntur, mechanicam generaliorem respicienti ab 
eadem stirpe duci apparet. Quo fit, ut qui hanc ampliorem atque 
sublimiorem investigandi rationem sequatur, logicum conexum illum, 
quo mechanicae leges inter se cohaerent, penitus perspiciat. 
Scripsi aestate anni MDCCCCII. 
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INTRODUCTIO. 



I. Cum in soUemnia natalicia saecularia Ioannis Bolyai, viri 
illustrissimi, id quod mihi summo decori est, opera, quae ad abso- 
lutam geometriam spectant, describerem, cum indicandi omnes res, 
quse, quid de hoc argumento scriptum sit, sciscitanti necessarise sunt, 
tum docendi, quomodo evoluta sit geometria absoluta saeculo unde- 
vicesimo, consiUum secutus sum. 

Quoniam autem in opere, quod inscribitur «Ueber die Theorie 
der Parallellinien» (cf. No. 1 67, partis alterae), quodque Stackel 
et Engel, virorum clarissimorum, cura editum est, index omnium 
operum, quae ad geometriam absolutam pertinent usque ad annum 
MDCCCXXXVII plenus exsistit, ab hoc tempore initium capere 
idoneum mihi videtur. 

Ab anno MDCCCXXXVII ad annum MDCCCLXVII non multa 
sunt opera, quae in classes describam, quod vero postea annis inse- 
quentibus tam celeriter numero crescunt, Riemann, Beltrami, Helm- 
HOLTZ, virorum illustrissimorum, libris maxime debetur, quibus geo- 
metriae absolutae studium excitatum est. Ut autem differentiam inter 
tempestatem, quae ante et post annum MDCCCLXVIII est, magis 
perspicuam reddam, in explorandis datis, quae pertinent ad describen- 
dos libros eos, qui ante illum annum scripti sunt, magnas difficultates 
me habuisse confiteor, ita, ut hic libellus indicem operum editorum ge- 
neratim efficere, praecipue, quatenus de tempore MDCCCXXXVIII — 
LXVII agitur, supersedeat. Simili modo res se habet de annis MCMI, 
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MCMII, quia operis «Jahrbuchfiberdie Fortschritte der Mathematik», 
quo ex opere pleraque data hausi, ultimus tomus ea scripta, quse anno 
MCM sunt edita, refert. 

2. In libris describendis ea ratione usus sum, ut opera, quae eodem 
anno prodierunt, in ordine litterarum, quibus nomina autorum inci- 
piunt, pro singulis annis separatim enumerarem. Praeterea signis ap- 
positis indicavi classes, quibus libri singuli, secundum methodos con- 
siUaque componendi, assignari possunt. 

Porro opera argumentis mathematicis ab operibus argumentis his- 
toricis, criticis, philosophicis segreganda esse mihi visum est. In duas 
autem partes, discemere ut facile intelligitur, non est consentaneum. 

Denique cum paucas sive fere nullas quorumdam librorum indi- 
cationes, quae ad eos attinent, colligere potuerim, dubium esse quin 
in libris describendis indiligentiae futurae sint, quas autem nullo modo 
effugere potui, negabo. 

3. Eae classes, ad quas opera mathematicis argumentis spectant, 
quarum supra mentionem feci, sunt sex, quarum investigandi via ac 
ratio quaeque describitur atque definitur. Sex investigandi rationum 
sive partium nomina sunt haec, quorum quodque instructum est eo 
signo, quod omnibus libris de ea confectis apposui: 

Pars elementaris [EJ, 

Pars metrico-differentiahs [D], 

Pars in qua de operationum 

coniunctionibus * agitur [G], 
Pars proiectiva [P], 
Pars metrico-finita [F], 
Pars vectoriaHs [V]. 

* Conf. adnotationein, pag. 15. 
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Praeterea libellonim, qui ad mechanicem et mathematicam phy- 
sicam attinent, numerus quidam inseretur; eos signo [M] signi- 
ficavi. 

Libris, qui cum eodem modo et eadem ratione sint, simul dua- 
bus partibus assignari possunt, signum duarum litterarum appositum 
est, iis autem, in quibus planius de argumento agitur, qui quid geo- 
metria absoluta produxerit, quibus methodis usa sit, exponunt, signum 
[C] apposui. 

Locum Indicis posteriorem, ut supra dictum est, libri historici, cri- 
tici, philosophici obtinent, qui quoquei ut ceteri, ordine anni cuiusque 
observato disponentur. 

Qua praemissa re partes singulas paucis describere mihi liceat. 

4. Pars elementaris [E]. Haec est prima in genere historico, 
L BoLYAi et LoBATSCHEFSKiJ, virorum illustrissimorum, libris, qui 
ex theoria parallelarum iudicata provenerunt, initium capit. Eorum 
methodus, quam complures geometrae secuti sunt, est synthetica ac 
elementaris. 

5. Pars metrico-differentialis [D]. Haec est altera in 
genere historico; ea, cuius auctor est Riemann (1854), spatii notionis 
studium ad varietatem n dimensiones habentem, quam formularum 
ope repraesentari posse notum est, reducit. Determinatio metrica 
nititur in notione elementi linearis, cuius quadratum forma quadra- 
tica ac homogenea in variabilium dififerentialibus exprimitur. Inter 
typos varietatis infinitos, quibus elementum lineare formam, quam 
modo nominavi, habens exprimi potest, praecipue peridonei sunt ii, 
in quibus mensurae a positionibus, in quibus fiunt, independentes 
prodeunt, quam varietatem ill. Riemann ita definit, ut curvaturam 
in omnibus suis punctis constantem esse dicat. Prout curvaturae 
valor zero, negativus, positivus, ita varietas EucLiDEa aut varie- 
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tas, quae nomen accepit a mathematicis Bolvai et Lobatschefskij 
aut varietas RiEMANNiana, prodit. 

6. Ea pars, in qua de coniunctionibus agitur. [G]. Ea, 
qua (1868) ill. Helmholtz primus — quadam ex parte ante (1851) 
clar. Ueberweg — usus est, ad spatii, quod formularum ope exprimi 
posse notum est, proprietates metricas functione duorum punctorum 
coordinatarum, quae functio dicitur distantia, adhibita definien- 
dum pertinet, et quae in omnibus spatii motionibus inalterata manet, 
quibus transformationum, quae componi et inverti possint, coniunc- 
tionem formari ill. Lie iudicat. 

7. Pars proiectiva [P]. Deductione proprietatum metricarum 
ad graphicas, quam clar. Laguerre (1853) et clar. Jaure (1858) 
introduxerunt, principium, in quo metrica proiectiva, cuius auctor est 
ill. Cayley (1859) continetur, constituitur. — Geometria proiectiva, 
cum a mensurae notione qualibet non dependeat (v. Staudt, Klein, 
LOroth, Zeuthen, Pasch ceterique), producta, proprietates spatii 
metricae superficie secundi ordinis fundamentali, quae figura abso- 
1 u t a cogitatur, deducuntur. Quo in cogitationum ordine proprietates 
metricae sunt universae atque solae proprietates figurarum graphicae, 
quae ad transformationum superficiei secundi ordinis in se ipsam pro- 
iectivarum coniunctionem non mutantur. — Prout figura absoluta 
est superficies secundi ordinis realis puncta elliptica habens, aut 
superficies secundi ordinis imaginaria et non degenerata, aut super- 
ficies secundi ordinis imaginaria et in cono degenerata, geometriam 
BoLYAi — LoBATSCHEFSKUanam, RiEMANNianam aut EucLiDEam adi- 
piscimur. 

8. Pars metrico-finita [F]. Cum spatium formularum ope 
repraesentari posse notum sit, pars metrico-finita, cuius auctores sunt 
DE TiLLY (1879, 1892) et MiNKOWSKi (1896), viri clarissimi, hoc spa- 
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tium expressione e duorum punctorum, quae non infinite vicina sunt, 
coordinatis compositae, definire ac describere studet. 

9. Pars vectorialis [V]. Ea, quam clar. Grassmann (1841) 
introduxit et postea clar. Clifford (1864) persecutus est, geometriae 
relationes fundamentales pro methodo et symbolismo, qui calculi 
vectorialis proprius est, exprimendi consilium sequitur. 



DE OPERUM INDICIS UTENDI RATIONE. 

Operis titulus incipit auctoris nomine, cui praepositus est numerus 
ordinis, qui ad citandum pertinet; quam sequitur in priore parte 
signum, quod classem, ad quam pertinet, denotat. Infra, ubi de publi- 
cationibus in Ephemeridibus sive Actis htterariis agitur, Actorum 
titulus in abbreviatione, ut usus est, aut fere integrum citatur, prout 
Acta mathematicis magis vel minus cognita. Tomi numerus cifra 
Romana exprimitur, seriei autem numerus, qui antecedit est Arabi- 
cus et in parenthesi apponitur. In citando numeri extremi Actorum, 
in quibus libellus impressus est, paginas denotant. 

Cum de libro separatim edito, qui argumento soli deditus est 
aut continet, quod ad id pertinet, agitur, oppidi, in quo liber im- 
pressus est, nomen excipit nomen librum suo sumpto vulgantis, 
deinde paginarum quot libro sunt aut paginarum, quae in tomo ar- 
gumento deditae sunt, numerus. 

Operum celeberrimorum traductiones ita citantur, ut quando edita 
sint, quidque ad opus, ex quo versum est, pertineat, indicetur. Quod 
autem bis impressum est, id cum priore editione citatur, qua in re 
dicetur, quo tempore iterum impressum sit. 

Scriptum anno MCMII, Kalendis Novembribus. 
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43. WiTTE G. Parallelentheorie, [E]. 

— Wolfenbiittel. 

z868. 

44. Baltzer R. Ueber die Hypothesen der 

Parallelentheorie, [E]. 

— Leipzig. Berichte ; XX. 

45. Battaglini G. Sur la g6om6trie de 

Lobatschewrsky, [E]. 

— Nouv. Ann. (2), VII ; p. 209 — 
256. 

46. Beltrami E. Saggio di interpretazione 

deila geometria non euclidea, [D]. 

— Giorn. Mat. VI; p. 285—315. 
(Vide : translationes sub Num. 54, 

318.) 

47. id. Teoria fondamentale degli spazii di 

curvatura costante, [D]. 

— Ann. Mat. (2), II; p. 232 — 255. 
(Vide translationes sub Num. 55, 

48. BoLYAi J. Sulla scienza dello spazio 

assolutamente vera, [E]. 
(Versio Italica comm. cAppendix 
etc», a G. Bai/o^/tm confecta.) 

— Giorn. Mat. VI; p. 97 — 116. 

49. Hblmholtz H. Ueber die thatsachli- 

chen Grundlagen der Geometrie, 
[G]. 

— Heidelberg, Verhandl.d. natur. med. 
Vereins, IV, 1868; p. 197 — 202. V, 
1869; p. 31 — 32. 

— Wissensch. Abhandl. Bd. II, 1883; 
p. 610 — 617. 

(Vide translationes sub Num. 51; 

323; 376.) 
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50. id. Ueber die Thatsachen, die der 

Geometrie zu Grunde liegen, [G]. 

— Gottinger Nachr. XV; p. 193 — 221. 

— Wissenschaftl. Abhandl. Bd II, 1883 ; 
p. 618 — 639. 

51. id. Sur les faits qui servent de base k la 

g^om6trie, [G]. 

(Translatio Franco-Gallica operis sub 
No. 49 laudati, a//ot<e/confecta.) 

— Bordeaux Mem. V. 

— Paris, Hermann 1895. 

52. LuROTH J.VerallgemeinerungdesProb- 

lems der kOrzesten Linien, [D]. 

— Zeitschr. f. Math. u. Phys. XIII; 
p. 156 — 162. 

^3. RiEMANN B. Ueber die Hypothesen, 
welche der Geometrie zu Grunde 
liegen, (1854), [D]. 

— Gottinger Abhand. XIII; p. 1—20. 

— Mathematische Werke, 1876; p. 
254 — 269 ; editio secunda, 1892; p. 
272 — 287. 

(Vide translationes sub Num. 69; 
106; i6j; 335; 39«; 39^; 489) 

1869. 

54. Beltrami E. Essai d*interpretation de 

la g^om^trie non euclidienne, [D]. 

(Translatio Franco-Gallicaoperis sub 

No. 46 laud., a //02/^7 confecta.) 

— Ann. ^cole Norm.,VI; p. 251 — 288. 

55. id. Th^orie fondamentale des espaces 

de courbure constante, [D]. 
(Translatio Franco-Gallica comm. sub 
No. 47 laud., a Houel confecta.) 

— Ann. Ecole Norm.,VI, p. 547—^77. 



56. Christoffbl E. Ueber die Transfor- 
mation der homogenen DifTerentiai- 
ausdrOcke zweiten Grades, [D]. 

— Jour. f. reine u. ang. Math., LXX; 
p. 46—70. 

;7. id. Ueber ein dieTransformation homo- 
gener Differentialausdriicke zweiten 
Grades betrefFendes Theorem,[D]. 

— Jour. f. reine u. ang. Math.^ LXX; 
p. 241 — 245. 

58. Clifford, W. On the Theory of Dis- 

tance [P, V]. 

— Report of the thirty-ninth meeting of 
the British association for the Advan- 
cement of science, 1869.; p. 9. 

— Math. Papers, 1882, Nr. XVI; p. 
130 — 164. 

59. Genocchi A.Dei principii della mecca- 

nica e della geometria in relazione 
al postulato di Euclide, [£, M]. 

— Soc. Italiana, Mem. (5), II. 

60. Kronecker L. Ueber Systeme von 

Funktionen mehrerer Variabeln, [D]. 

— Berlin. Monatsber., p. 159 — 193; 
688—698. 

— Werke Bd. I, (Leipzig, 1895), P^S- 
175—226. 

61. LiPSCHiTzR. UntersuchungeninBetreff 

der ganzen und homogenen Functio- 
nen von n Differentialen, [D]. 

— Jour. f. reine u. ang. Math., LXX; 
p. 71 — 102. 

X870. 

62. Fiedler W. Ueber die projectivischen 

Coordinaten, [P]. 
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— Vierteljahrsschrift dernaturrorschen- 
den Gesellschaft in Zurich ; XV; p. 
152 — 182. 

6^. Flye S. Marib. Sur le postulatum 
d*Euclide, [E]. 

— Inst. I, sect. XXXVIII; p. 5J— 54. 

64. Grunbrt J. A. Allgemeine analytische 

Theorie der Funktion n(x) und 
uber eingebildete Dreiecke und 
Vierecke, [E]. 

— Archiv. d. Math. u. Phys., LI; p. 
423—498. 

65. HouEL J.Sur r impossibilit^ de d^mon- 

trer par une construction plane le 
postulatum d'Euclide [E]. 

— Inst. I. sect. XXXVIII. p. 85—86. 

66. id. Note sur F impossibilit^ de demon- 

trer par une construction plane le 
principe de la th6orie des paralleles 
dit Postulat d'Euclide, [E]. 

— Bordeaux. Mem. VIII; 

— Nouv. Ann. (2), IX: p. 9^—96. 

— Giorn. Mat., VIII; p. 84—89. 

67. LiPSCHiTz R. Entwickelung einiger 

Eigenschaften der quadratischen 
Formen von n Differentialen, [D]. 

— Jour. f. reine u. ang. Math.,LXXI. 
p. 274—287; p. 288—295. 

68. id. Untersuchungen in Betreffdergan- 

zen homogenen Functionen von n 
Variabeln, [D]. 

— Jour.f.reine u. ang. Math., LXXII; 
p. I — 56. 

69. RiEMANN B. Sur les hypotheses qui 

servent de fondement ^ la g6om6trie, 
[D]. 



(Traductio Franco-Gallica operis sub 
No. 53 laudati, a f/buetconfecta.) 

— Ann. Mat. (2) ; III; p. ^9 — 327. 

— Paris, Hermann. 1895. 

70. ScHERiNG E. Die Schwerkraft im Gauss- 

ischen Raume, [F, M]. 

— Gdtt. Nachr.; p. jii — ?2i. 

71. TiLLY (de) J. M. Etudes de m^canique 

abstraite, [M]. 

— Belgique Mem. Couronn^es, XXI; 
p. i — 98. 

1871. 

72. Baltzer R. Ueber die Hypothesen 

der Parallelentheorie, [E]. 

— Jour.f.reine u. ang.Math. LXXIII ; 

7j. Beltrami h. Osservazione alla prece- 
dente nota del Sig. Prof.Schlafli, [D]. 
(Cfr. No. 79.) 

— Ann. Mat. (2) V; p. 194 — 199. 

74. Flye S. Marie. ^tudes analytiques sur 

la th^orie des paralieles, [E]. 

— Paris, G. Villars : IV-h 1 56 p. 

75. id. ^tudes analytiques sur la th^orie des 

parallfeles, [E]. 

— Mondes, (2), XXVI ; p. 219—220. 

76. Fresenius F. C. Die neuere Geome- 

trie und die unendlich entfernten 
Gebilde, (E]. 

— Zeitschr. fiir math. u. naturw. Un- 
terricht II ; p. 494 — 504. 

77. Klein F. Ueber die sogenannte Nicht- 

Euklidische Geometrie, [P]. 

— Math. Ann. IV; p. 573 — 625. 

— Gott. Nachr. : p. 419 — 433. 
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— BulL Sc. Math.; p. 341 — 351. 
(Vide translationem sub No. 435.) 

78. LiPSCHiTZ R. Extension of the Planete- 

problem to a space of n dimensions 
and of constant integral curvature, 
[D]. 

— Quarteriy Jour., XII. 

79. ScHiAFLi L. Nota alia memoria del 

Sig. Beitrami «Sugli spazii di cur- 
vatura costantei, [D]. 

— Ann. Mat. V; p. 178—194. 

80. SuYOROv. De characterismo systema- 

tum trium dimensionum (lingua 
Russica). 

— Casani. 

(Vide transiationem sub No. 110.) 

81. Beltrami E. Teorema di geometria 

pseudosferica, [D]. 

— Giorn. Mat. X; p. 55. 

82. id. Sulla superficie di rotazione che 

serve di tipo alle superficie pseudo- 
sferiche, [D]. 

— Giorn. Mat. X; p. 141 — 160. 

83. BouNiAKOwsKi V. Consid^rations sur 

quelques singularit^s qui se pr^sen- 
tent dans les constructions de la 
g^om^trie non-euclidienne, [E]. 

— Petersbourg , Mdm. Acad. (7) 
XVIII. 

84. Cassani P. Geometria rigorosa, [E]. 

— Venezia. 

85. Cayley A. On the Non-Euclidian 

Geometry, [P]. 

— Math. Ann. V; p. 630 — 634. 



— Math. Papers, t. VIII, Nr. 528, p. 
409— 41 j. 

86. FiEDLER W. Die Elemente der neueren 

Geometrie und der Algebra der bi- 
naren Formen, [P]. 

— Leipzig; Teubner. 

87. Frischauf J. Absolute Geometrie, 

nach J. Bolyai; [E]. 

— Leipzig ; Teubner ; Xn-l-96. p. 

88. Klein F. Vergleichende Betrachtungen 

(iber neuere geometrische For- 
schungen, [G]. 

— Erlangen ; A. Deichert. 

— Math. Ann. XLIII ; 1895 ; p. 63 — 
100. 

(Vide translationes sub Num. 260; 
287; 329; 402.) 

89. id. Ueber gewisse in der Liniengeo- 

metrie auftretende Differentialglei- 
chungen, [P]. 

— Math. Ann., V ; p. 278 — jo2. 

90. id. Ueber Liniengeometrie und me- 

trische Geometrie [P, D]. 
— Math. Ann. V ; p. 257 — 278. 
9oa. Konig J . U ber eine reale Abbildung der 
sog. Nicht-Euklidischen Geometrie. 

— Gott. Nachr., p. 157 — 160. 

91. LiE S. Ueber Complexe, insbesondere 

Linien und Kugel-Complexe, mit 
Anwendung auf die Theorie par- 
tieller Differentialgleichungen, [P]. 

— Math. Ann., V; p. 145 — 246. 

92. Lipschitz R. Untersuchungeines Pro- 

blems der Variationsrechnung, in 
welcher das Problem der Mechanik 
enthalten ist, [D]. 
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— Jour. f. reine u. ang. Math. LXXIV; 
p. ii6 — 149. 

93. id. Entwickelung eines Zusammenhan- 

ges zwischen den quadratischen 
Formen von n Differentialen u. den 
Abelschen Transcendenten, [D]. 

— Jour.f.reine u. ang.Math. LXXIV; 
p. 150 — 171. 

94. Saleta F. Expos^ sommaire de Tidde 

d' espace au point de vue positif, 
[E]. 

— Paris. 

95. ScHLEGEL V. System der Raumlehre. 

Nach den Principien der Grass- 
mann'schen Ausdehnungslehre, [V]. 

— Leipzig, G. B. Teubner. I. Theil, 
XVI + 156 p.; II. Theil (1875), 
XVI + 260 p. 

96. TiLLY(de) J. M. FlyeSt. Marie. Etu- 

des analytiques sur la th^orie des 
parall^les, [E]. 

— Bull. Sc. Math. III; p. 131 — 138. 

X873. 

97. Cassani P. Intorno alle ipotesi fonda- 

mentali della geometria, [E]. 

— Giorn. Mat., XI ; p. 333—349. 

98. Clifford W. Preliminary Sketch on 

Biquaternions, [V]. 

— London M. S. Proc. IV ; p. 381 — 

— Math. Papers, No.XX; p. 181- 
200. 

99. Darboux G. Sur une classe remar- 

quable de courbes et de surfaces 
alg^briques et sur la th^orie des ima- 



ginaires. Note V; p. 227 — 235. 
[P, D]. 

— Paris, Gauthier-Villars. 

100. Frahm W. Ueber die Erzeugung der 
Curven dritter Classe und vierter 
Ordnung [P]. 

— Zeitschr. f. Math. u. Phys.; XVIII; 
p. 368 — 387. 

loi. id. Habilitationsschrift, [P]. 

— Tiibingen. 

102. Fresdorf. Ueber die Geometrie und 

die Potentialfunktion im Gaussi- 
schen und Riemann*schen Raum, 

IM]. 

— Dissertation, Gottingen. 

103. Gbnocchi A. Lettre h Mr. Quetelet 

sur diverses questions math^mati- 
ques, [E]. 

— Belgique Bull. (2), XXXVI ; p. 
181 — 196. 

104. Klein F. Ueber die sogenannte Nicht- 

Euklidische Geometrie, [G], [D], 

— Math. Ann. VI ; p. 1 12 — 145. 

105. LiNDEMANN F. Ueber unendlich kleine 

Bewegungen starrer Korper bei 
allgemeiner projectivischer Mass- 
bestimmung, [P, M]. 

— Erlang. Berichte 28. Juli. 

106. RiEMANN B. On the hypotheses which 

lie at the bases of Geometry, [D]. 

(Versio Anglica commentationis sub 

No. 5 3 laud., a Clifford confecta.) 

— Nature, VIII ; p. 14 — 17; 36, 37. 

— CU.fford, Math. Papers, 1882, No. 
IX ;p. 55—7». 
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107. ScHERiNG E. Linien, Flachenund ho- 

here Gebilde im mehrfach aus- 
gedehnten Gauss'$chen und Rie- 
mann*schen Raume, [F, D]. 

— Gott. Nachr.; p. 6 — 1 1 ; p. i j — 21. 

108. Stahl H. Ueber die Massfunctionen 

der anaiytischen Geometrie, [P]. 

— Berlin, Programm. 

109. TiLLY (de) J. M. Rapport sur cette 

lettre. 

(Cfr. No. loj.) 

— Belgique Buil. (2) ; XXXVI ; p. 
124— 1 39. 

1 10. SouvoROFF. Sur les characteristiques 

des syst^mes & trois dimensions, 
[D]. 

(Excerptum operis sub No. 80 
laudati.) 

— BuU.Sc. Math. ; IV; p. 180—192. 

1874. 

111. Battaglini G. Nota sui circoli delia 

geometria non Euclidea, [P]. 

— Giorn. Mat. XII; p. 213—220. 

1 12. id. Sul rapporto anarmonico sezionale 

e tangenziale delle coniche, [P]. 

— Giorn. Mat. XII; p. 193 — 200. 

113. id. Sul rapporto anarmonico sezionale 

e tangenziale deJle quadriche, [P]. 

— Giorn. Mat. XII; p. 266 — 276. 

114. Bbez R. Ueberdas Krummungsmaass 

von Mannigfaltigkeiten hoherer 
Ordnung, [D]. 

— Math. Ann. VII; p. 587 — 396. 

115. Clifford W. Motion of a Solid in 

Elliptic space, [M]. 



— London Math. Society, 12. Febr. 

— Math. Papers. Nr. XLI; p. 378 — 

116. Escherich G. Die Geometrie auf 

den Flachen constanter negativer 
KrUmmung, [D]. 

— Wien,Sitzungsber. LXIX; p. 497 — 
526. 

117. Grassmann H. Die neuere Algebra 

und die Ausdehnungslehre, [V]. 

— Math. Ann. VII; pag. 538 — 549. 

118. Klein F. Nachtrag zu dem zweiten 

Aufsatze uber Nicht-Euklidische 
Geometrie, [P]. 

— Math. Ann. VII; p. 531 — 537. 

119. LiNDEMANN F. Ober unendlich kleine 

Bewegungen und Qber Kraftsy- 
steme bei allgemeiner projectivi- 
scher Massbestimmung, [M, P]. 

— Math. Ann. VII; p. 56 — 143. 

1 20. LiPSCHiTZ R. Ausdehnung der Theorie 

der Minimalflachen, [D]. 

— Journ. f. reine u. ang. Math. 
LXXVIII;p. 1-^45. 

121. OviDio (d*) E. Studio sulla Geome- 

tria proiettiva, [P]. 

— Ann. Mat. (2) VI; p. 89 — loi. 

122. Salmon-Fiedler. Analytische Geome- 

trie des Raumes; I. Teil; p. 297 — 

?I4, [P]. 

— Leipzig, Teubner. 

123. Wagner H. Lehrbuch der ebenen 

Geometrie. NachGrundsatzen Bo- 
Iyai*s fiJr Gymnasien und Real- 
schulen bearbeitet, [E]. 

— Hamburg, Grafe. 
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1875. 

124. Becker J. Die Grundlagen der Geo- 

metrie, [E]. [445—456. 

— Zeitschr. f. Math. u. Phys. aX; p. 

125. Beez R. Zur Theorie des KrQmmungs- 

masses von Mannigfaltigkeiten ho- 
herer Ordnung, [D]. 

— Zeitschr. f. Math. u. Phys. XX. ; 
p. 423-444. 

126. id. Uber conforme Abb. von Mannig- 

faltigkeiten hoherer Ordnung, [D]. 

— Zeitschr. f. Math. u. Phys. XX; 
p. 253—270. 

127. OviDio(d*) E. Sopra alcuni luoghi ed 

inviluppi di i» e 2» grado in Geo- 
metria proiettiva [P]. 

— Giorn. Mat. XIII, p. 363 — 379. 

— Napoli Rend. ; XIV; 12 p. 

1 28. id. I complessi e le congruenze lineari 

nella Geometria proiettiva, [P]. 

— Ann. Mat. (2), VII; p. 25 — 51. 

129. R^HY M. A h&rom m^retil homog^n 

t^r u. n. nem-euklidikus siktani 
trigonometridja (Cfr. Nr. 149),[E]. 

— j^rtekez^sek a Math.Tud.K6rib61 
(Comm. Acad. Litter. Hung.) VI. 
Nr. VII; p. 1 — 25. 

1 30. Spitz C. Die ersten Satze vom Drei- 

ecke und den Parallelen. Nach Bo- 
Iyai*s Grundsatzen, [E]. 

— Leipzig und Heidelberg; Winter. 

Z876. 

131. Beltrami E. Formules fondamentales 

de cin6matique dans les espaces de 
courbure constante, [M]. 



— Bull. Sc. Math. XI; p. 233—240. 

132. Clifford W. On theory of Screws in 

a space of constant positive curva- 
ture, [M]. 

— Math. Papers. Nr. XLIV; p. 
402 — 405. 

133. id. On the classification of Geometric 

Algebras, [V]. 

— London M. S. Proc; VII; p. 135. 

— Math. Papers, Nr. XLIII; p. 
397—401. 

134. id. On the Free Motion undernofor- 

ces of a rigid system in an n — fold 
Homaloid, [M]. 

— London, M. S. Proc. ; VII; p. 
67—70. 

— Math. Papers. Nr. XXVI ; p. 
236 — 240. 

135. id. Furter note on Biquaternions (EI- 

liptic space), [P, V]. 

— Math. Papers. Nr. XLII; p. 385— 

395. 

136. id. Notes on Biquaternions, [V]. 

— Math. Papers p. 395—396. 

137. Cremona. Sulla correspondenza fra 

la teoria dei sistemi di rette e la 
teoria delle superficie, [P]. 

— Lincei. Atti ; (2), III. 

138. Dedekind R. et Weber, H. «Anmer- 

kungen» in «B. Riemanns Ma- 
them. Werke» p. 384 — 399, edi- 
tio secunda 1892, p. 405 — 423. 

— Leipzig, Teubner. 

139. Enneper. Bemerkungen uber einige 

Flachen mit konstantem Krum- 
mungsmass, [D]. 
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— Gott. Nachr.; p. 597—616. 

140. Frischauf J. Elemente der absoluten 

Geometrie, [E]. 

— Leipzig, G. B. Teubner; XI -|- 
142 p. 

141. GCnther S. Sulla possibilitk di dimo- 

strare Tassioma delie parallele 
mediante considerazioni stereome- 
triche— Complemento alla geome- 
tria assoluta di Bolyai (E sermone 
German. in Ital. vertit Speragna)^ 
[E]. 

— Giorn. Mat. XIV ; p. 97— 107. 

142. HOPPB R. Principien der Flachen- 

theorie [D]. 

— Leipzig, C. A. Koch, pag. 55 — 61. 

— ed. secunda 1892. 

143. LiPSCHiTZ R. G^n^ralisation de la th^ 

rie du rayon osculateur d* une sur- 
face, [D]. 

— Comptes Rendus, LXXXII. 

— Journ. f. reine u. ang. Math., 
LXXXI ; p. 295 — 300. 

144. id. Beitrag zur Theorie der Krum- 

mung, [D]. 

— Joum. f. reine u. ang. Math., 
LXXXI ; p. 2JO — 242. 

145. OviDio (d') E. Alcune propriet^ me- 

triche dei complessi e congruenze 
lineari in geometria proiettiva, [P]. 

— Lincei, Alti ; (2), III ; p. 260 — 268. 

146. OviDio (d') E. Sulle reti dicomplessi 

lineari nella geometria metrico- 
proiettiva, [P]. 

— Lincei, Atti; (2), III ; p. 561 — 581. 

147. id. Le serie triple e quadruple di com- 



plessi lineari neila geometria me- 
trico-proiettiva, [P]. 

— Lincei. Atti; (2), III ; p. 723—755. 

148. id. Nota sulle proiezioni ortog. nella 

geometria metrico-proiettiva, [P]. 

— Giorn. Mat. XIV, p. 298 — 305. 

149. R^HY M. Die Fundamentalgieichun- 

gen der nicht-Euclidischen Trigo- 
nometrie auf elementarem Wege 
abgeleitet, (Excerptum operis sub 
No. 129 laud.) [E]. 

— Archiv d. Math. u. Phys. ; LXIII ; 
p. 416 — 423. 

150. RiEMANN B. Commentatio mathe- 

matica, qua respondere tentatur 
qusestioni ab iilma. Academia Pari- 
siensi propositse (1861). [D]. 

— Mathematische Werke ; editio se- 
cunda, 1892, p. 391 — 404. 

— Leipzig, Teubner.. 

151. Tannery J. Sur les substitutions lin^- 

aires par lesquelles une forme 
quadratique ternaire se reproduit 
elle meme [P]. 

— Bull. Soc. Math. : (i), IX; p. 
221 — 223. 

152. ZoLLNER J. Principien einer electro- 

dynamischen Theorie d. Materie, 
[M.] 

— Leipzig. 

1877. 

153. Becker J. Die Elemente der Geome- 

trie auf neuerer Grundlage streng 
deductiv dargestellt [E]. 

— Berlin, Weidmann, Bd I. 
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1 54. Bbbz R. Zur Theorie des Krummungs- 

masses von Mannigfaltigkeiten ho- 
herer Ordnung- [D], 

— Zeitschr. fiirMath.und Phys.XXI ; 

p. ?7?— 410- 

155. Cassani P. Nuove proposte intorno ai 

fondamenti della geometria, [E]. 

— Giorn. Mat., XV; p. 284—288. 

1 56. Frankiand W. On the simplest con- 

tinuons manifoldness of two di- 
mensions and of finite extent, [D]. 

— London M. S. Proc. VIII ; p. 57 — 

64. 
1^7. Genocchi A. Sunto di una memoria 
di A. Genocchi cintorno ai principi 
della geometriai [E]. 

— Torino, Atti, XII ; p. 489 — 495. 

I ;8. id. Sur un m^moire de Daviet de 
Foncenex et sur les g^om^tries 
non Euclidiennes, [E, M]. 

— Torino, Mem. (3) ; XXIX. 

— Bull. Sc. Math., II ; p. 207 — 209. 

1 59. KiiLUNG W. Uber einige Bedenken 

gegen die Nicht-Euklidische Geo- 
metrie. 

— Zeitschr. f. math. u. naturw. Un- 
terr. ; VIII ; p. 220 — 222. 

160. Newcomb S. Elementary theorems 

relating to the geometry of a space 
of three dimensions and of uniform 
positive curvature in the fourth di- 
mension, [E]. 

— Journ. f. reine u. ang. Math. ; 
LXXXIII;p. 293— joo. 

161. OviDio (d*) E. Le funzioni metriche 

fondamentali negli spazi di quante 



si vogliano dimensioni e di curva- 
tura costante, [P]. 

— Lincei, Mem. (3); I; p. in~ 
I9J. 

162. id. Les fonctions m^tnques fondamen- 
tales dans un espace de plusieurs 
dimensions et de courbure con- 
stante. — (Cfr. Nr. 161) [B]. 

— Math. Ann. XII ; p. 40 j — 418. 
i6j. RiEMANN B. Uber die Hypothesen, 

die der Geometrie zu Grunde lie- 
gen, (Translatio Polonica operis 
sub Nr. 53 laudati, a Dickstein 
facta cum annotationibus Gosiem), 
[D]. 

— Commentat. Acad. Litt. Cracovien- 
sis IX. 

164. ZoLT (de) A. Saggio di Pangeometria, 
[E]. 

— Giorn. Mat. XV; p. 336 — j6i. 

1878. 

16^". Battaglini G. Suiraffinitk circolare 
non euclidea [P]. 

— Giorn. Mat. XVI ; p. 256—262. 

166. Bianchi L. Suirapplicabilitli delle su- 

perficie negli spazi a curvatura co- 
stante, [D[. 

— Lincei, Mem. (3), II ; p. 149. 

167. Clifford W. Application of Grass- 

mann's extensive Algebra, [V]. 

— Am. Jour., I ; p. 550 — 358. 

— Math. Papers. Nr. XXX ; p. 
266 — 276. 

168. De Paolis R. La trasformazione 

piana doppia di secon d*ordine e la 
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sua applicazione alla geometria non- 
euclidea, [P]. 

— Lincei, Mem. (j), 11; p. 31 — 50. 

169. Frattini G. Un caso particolare del 

teoremi dei nove punti di Feuer- 
bach, sua generalizzazione nella 
geometria non-euclidea, [E]. 

— Gior. Mat. XVI ; p. 298—505. 

170. Grassmann H. Die Ausdehnungs- 

lehre von 1844, oder die lineale 
Ausdehnungslehre, [V]. 

— Leipzig, — Verlag von Otto Wig- 
nand. 

— Werke, t. I, pars i ; 1894. 

171. KiLLiNG W. Ober zwei Raumformen 

mit constanter positiver Krum- 
mung, [D]. 

— Jour. f. reine u. ang. Math. 
LXXXVI;p. 72— 8 j. 

172. MoNRO C. Flexure of Space, [D]. 

— London M. S. Proc. ; IX; p. 
171— 177. 

173. Netto E. Beitrag zur Mannigfaltig- 

faltigkeitslehre, [D]. 

— Journ. f. reine und ang. Math. 
LXXXVI ; p. 265—268. 

174. Salmon G. — FiEDLER. Analytische 

Geometrie der Kegelschnitte, [P]. 

— Leipzig, Teubner: XXII. Kap. ; p. 
^60 — 616. 

1879. 

175. Ball R. S. The non-Euclidean geo- 

metry, [E]. 

— Hermathea ; VI ; p. 500 — 541. 

176. Beez R. Uber das Riemann*sche 



Kriimmungsmass hoherer Mannig- 
faltigkeiten, [D]. 

— Zeitschr. fiir Math. u. Phys; XXIV; 
p. I— 17; p. 65—82. 

I 'j'], Kettner F. W. Beschouwingen over 
de theorie der evenwijdige lijnen 
als grondslag der meetkunde, [E]. 

— Dissertatio inauguralis — Leiden. 

178. Schlegel V. Uber neuere geome- 

trische Methoden und ihre Ver- 
wandtschaft mit der Grassmann' 
schen Ausdehnungslehre, [V]. 

— Zeitschr. fur Math. und Phys. ; 
XXIV ; p. 85—96. 

179. Tilly (de) J. Essai sur les principes 

fondamentaux de la G^om^trie et 
de la M^canique, [F, E]. 
-— Bordeaux, M^m. (2) ; III ; p. 

180. Tirelli F. Osservazioni suUa retta e 

sul piano, [E]. 

— Napoli; p. 22. 

1880. 

181. Cassani P. Intorno ad alcune ge- 

nerazioni della retta e del piano, 
[E]. 

— Istituto Veneto; Atti; (5), II; p. 

45—52. 

182. Darboux G. Sur le th^or^me fonda- 

mental de la gdom^trie projective, 

— Math. Ann. XVII ; p. 55—62. 

183. KiLLiNG W. Die Rechnung in den 

nicht-Euklidischen Raumformen, 

[E]. 
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— Journ. f. reine u. ang. Math. XC 
p. 265—285. 

184. Klein F. Uber die geometriscbe De- 

finition der Projectivitat auf den 
Grundgebilden der ersten Stufe, 

[P]. 

— Math. Ann., XVII ; p. 52 — ^5. 

185. RicoRDi E. I circoli nella geometria 

non-euclidea, [P]. 

— Giorn. Mat., XVIII ; p. 25? — 270. 

186. Stephanos M. Sur la r^lation qui 

existe entre le probl^me de la trigo- 
nometrie sph^rique et ia th6orie du 
systeme de trois formes quadrati- 
ques binaires, [P]. 

— Bull. S. M. F. X ; p. 134 — 137. 

1 87. Vachtchenko-Zakhartchenico. Eucli- 

dis Elementa cum introductlone 
et annotationibus (lingua Russica), 
[E]. 

— Kijoviae, Typographia Universitatis 
Scti. Wladimir ; XVI. 758 p. 

188. Voss A. Zur Theorie der Transforma- 

tion quadratischer Differentialaus- 
driJcke und der Kriimmung hoherer 
Mannigfaltigkeiten, [D]. 

— Math. Ann., XVI; p. 121 — 178. 

189. id. Zur Theorie des Riemann*schen 

Kriimmmungsmasses, [D]. 

— Math. Ann., XVI; p. 571 — 576. 



— Ist. Lomb., Rend., (2), XIV; p. 
67J— 68j. 

191. Beltrami A. SuUe equazioni generali 

della elasticitii [M]. 

— Ann. Mat., (2), X; p. 188 — 211. 

192. Cox H. Homogeneous coordinates in 

imaginary Geometry, [P]. 

— Quart. Jour. XVII ; p. 178—215. 
19 j. GiJNTHER S. Die Lehre von den ge- 

wohnlichen und verallgemeinerten 
Hyperbelfunktionen. — Kap. VI. 
Die rechnerischen Grundlagen der 
nicht-euklidischen Geometrie. p. 
297— n^. [E]. 

— Halle. L. Nebert. 

194. Nbbelung. Trigonometrie der Fla- 

chen mit constantem Kriimmungs- 
mass, [D]. 

— Progr. Dortmund. 

195. ScHUR F. Uber den Fundamental- 

satz der projectiven Geometrie, [P]. 

— Math. Ann., XVIII ; p. 252. 

196. Story W. E. On the non-EucIidean 

Trigonometry, [P]. 

— Am. Jour. IV, p. 332 — 335. 

197. Opitz. Einige Satze uber die Anzie- 

hung im mehrfach ausgedehnten 
Gaussischen und Riemann'schen 
Raume. 

— Gottingen. 



z88i. 
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190. AscHiERi F. La trasformazione qua- 
dratica doppia di spazio e la sua 
applicazione alla geometria dello 
spazio non euclideo, [P]. 



198. AscHiERi F. La trasformazione quadra- 
tica doppia di spazio e la sua appli- 
cazione alla geometria dello spazio 
non-EucIideo, [P]. 
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— Istituto Lombardo, Rend. (2), XV ; 
p. 66— 77; 147—154; 247—250. 

199. Cassani P. I nuovi fondamenti della 

geometria, [E]. 

— Gior. Mat., XX; p. 14J — 166. 

200. Cox H. On the application of qua- 

ternions and Grassmann's Ausdeh- 
nungslehre to different kinds of 
uniform space [V]. 

— Cambridge Trans., XIII ; p. 69 — 
143. 

201. KoENiGS G. Sur les propri6t6s infini- 

tesimales de Tespace r^gle, [P]. 

— Ann. ^cole Norm., XI ;p. 219 — 

— Paris, G. Villars. 

202. LiPSCHiTZ R. Untersuchungen iiber 

die Bestimmung von Oberflichen 
mit vorgeschriebenen, die Kriim- 
mungsverhaltnisse betreffenden 
Eigenschaften, [D]. 

— Berliner Ber., I ; p. 1077—1087. 

— BuU. Sc. Math. (2), XXII, 1887; 
112 — 120. 

203. Pasch M. Vorlesungen iiber neuere 

Geometrie, [P]. 

— Leipzig, Teubner, IV-h 210 p. 

204. RicoRDi E. I movimenti infinitesimi 

nella generale determinazione di 
misura proiettiva, [M. P]. 

— Viterbo, Agnesotti ; p. i — 68. 

205. Story W. E. Note on the non-Eucli- 

dian trigonometry, [P]. 

— J. Hopkins Circ. ; p. 21 1. 

206. id. On the non-Euciidian Geometry, 



— Am. Journ. ; V. ; p. 180 — 211. 

207. id. On Non-Euclidean properties of 

Conics [P]. 

— Am. Journ.; V; p. 358 — j8i. 

208. Study E. Ober Distanzrelationen, 

— Zeitschr. f. Math.u. Phys.; XXVII ; 
p. 140—160. 

1883. 

209. KiLLiNG W. Uber die Nicht-Eukli- 

dischen Raumformen von n Di- 
mensionen, [D]. 

— Braunsberg, Huye. 

210. LoBATSCHEFSKY N . I. Opera omnia. — 

Vol. I: De fundamentis geome- 
triffi (1829) ; Geometria imaginaria 
(18^5) ; Applicatio geometride ima- 
ginarise ad theoriam aliquod inte- 
gralium (1836); Nova principia 
geometrise cum theoria completa 
paraltelarum (1855 — 3^) 5 Pangeo- 
metria (1856) (lingua Russica) [E]. 

— Casani. 

211. MosT. Neue Darlegung der absoiu- 

ten Geometrie u. Mechanik^ mit 
Beriicksichtigung der Frage nach 
den Grenzen des Weltenraumes, 
[M]. 

— Coblenz. 

212. Petersen J. Om Mathematikens 

Grundbegreber. Bevis for Satningen 
om Trekantens Vinkelsum, [E]. 

— Tidsskrift for Mat. (5); I; p. 
I — II. 

(Vide translationem sub Nr. 239). 
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213. PoiNCAR^ H. M^moire sur les grou- 

pes klein^ens, [P]. 

— Acta Math. III ; p. 49 — 92. 

1884. 

214. AscHiERi F. Geometria proiettiva e 

descrittiva. Volume I; Geometria 
proiettiva ; p. 351—^54, [P]. 

— Milano, Hoepli. 

215. BucHHEiM A. On the theory of screws 

in elliptic space, [M]. 

— London M. S. Proc, XV, p. 8j — 
98; XVI, 15—27. 

216. Cayley A. On the Non-Euclidian 

plane geometry, [Pj. 

— London R. S. XXXVII; p. 82— 
102. 

— Math. Papers. l. XII; Nr. 827; 
p. 220 — 238. 

217. De-PaolisR. Elementi di geometria, 

[E]. (Note; p. 467-478)- 

— Torino, Loescher. 

218. Heat R. S. On the Dynamics of a 

Rigid Body in Elliptic Space, 
[M]. 

— Phil. Trans., CLXXV; p. 281— 
324. 

— London R. S., XXXVI; p. 219— 
221. 

2 1 9. ScHMiTz A. Aus dem Gebiete der nicht- 

euklidischen Geometrie, [E]. 

— Neuburg a D. 

220. Segre C. Sulle geometrie metriche 

dei complessi iineari e delle sfere 
e suUe loro mutue analogie, [P]. 

— Torino, Atti, XIX; p. 159 — 187. 



Z885. 

221. Brill A. Bemerkung iiber pseudo- 

sphahsche Mannigfaltigkeiten von 
drei Dimensionen, [D]. 

— Math. Ann. XXVI; p. 500 — jo^ 

222. KiLLtNG W. Die nicht-euklidischen 

Raumformen in analytischer Be- 
handlung, [D]. 

— Leipzig, Teubner, XX -1-264. P- 

223. id. Die Mechanlk in den nicht-eukli- 

dischen Raumformen, [M]. 

— Jour. f. reine u. ang. Math., 
XCVIII;p. 1—49. 

224. PoRCHiESi A. Sopra una corrispon- 

denza fra io spazio non Euclideo 
ed il piano Euclideo, [E]. 

— Bologna, Mem., (4); V; p. 421 — 
452. 

225. QuENSEN C. Der Cylinder im homo- 

genen Raum, [E]. 

— Arch. d. Math. u. Phys., (2), III; 

P- 45--5>- 

226. Stolz O. Das letzte Axiom der Geo- 

metrie, [E]. 

— Berichte d. naturw. medic. Vereins 
in Innsbruck. XV; p. 25 — 37. 

227. Study E. Ober die Massbestimmung 

extensiver Grossen, [V]. 

— Wien, Berich. XCI; p. 100 — 137. 

228. Thue A. Am en Dualisme i den ab- 

solute Geometri, [E]. 

— Tidsskrift for Mat. (5), III; p. 
129—147. 

229. id. Et bidrag til den absolute geometri, 

[E]. 

— Lie Arch., X; p. 304 — 328. 
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1886. 

2^0. BucHHBiM A. On the Iheory of screws 
in elliptic space, [M]. 

— Lond. M. S. Proc.; XVII; p. 
240—254. 

231. LiE S. Bemerkungen zu V. Helmholtz' 

Arbeit uber die Thatsachen, welche 
der Geometrie zu Grunde liegen, 
[G]. 

— Leipzig, Berich. XXXVII ; p. 

3^7—342. 

— (Vide translationem sub Nr. 331). 

232. RicoRDi E. Una generalizzazione del 

problema dei nove punti di Feuer- 
bech nella geometria non-euclidea, 

— Reggio Calabria; 17. p. 

23 ^ ScHUR F. Uber die Deformation der 
Riiume constanten Riemann* schen 
KrOmmungsmasses, [D]. 

— Math. Ann., XXVII; p. 163 — 172. 

234. id. Uber den Zusammenhang der 

Raume constanten Riemann'schen 
Krummungsmasses mit den pro- 
jectiven Raumen, [D]. 

— Math. Ann., XXVII; p. 537—567. 

Z887. 

235. Bang A. S. Nogle Maximumsproble- 

mer i den ikke euklidiske Geo- 
metri, [E]. 

— Tidsskrift for Math. (5), V : p. 
136 — 141. 

236. BiANCHi L. Sulle superficie d'area mi- 

nima negli spazi a curvatura co- 
stante, [D]. 



— Lincei, Mem., (4), IV; p. 503 — 
519. 

237. id. Sui sistemi di Weingarten negli 
" spazi di curvatura costante, [D]. 

— Lincei, Mem., (4), IV; p. 221 — 
256. 

238. Pasch M. Uber die projective Geo- 

metrie und die analytische Dar- 
stellung der geometrischen Ge- 
bilde, [P]. 

— Math. Ann., XXX; p. 127 — 131. 

239. Petersen J. Bemerkungen uber den 

Beweis des Satzes von der Winkel- 
summe des Dreiecks. (Editio Ger- 
manica comm. sub Nr. 212 laud.), 

[E]. 

— Math. Ann., XXIX; p. 239 — 246. 

240. PoiNCAR^ H. Sur les hypoth&ses fon- 

damentales de la g^om^trie, [G]. 

— Bull. S. M. F., XV; p. 203—216. 

— (Vide translationem sub No. 334). 

241. Rbyes Y Prosper. Sur la G^om^trie 

non Euclidienne, [P]. 

— Math. Ann., XXIX; p. 154—156. 

242. SiBiRiAKOFF M. Les principes de ia 

g^om^trie ^l^mentaire, [E]. 

— Moscou. 

z888. 

243. Ball R. S. On the theory of Con- 

tent, [P]. 

— Dublin, Trans. XXIX; p. 123— 
182. 

244. BiANCHi L. Sulle forme quadratiche 

difTerenziaii definite^ [D]. 

— Lincei, Mem., (4),V;p. 539—603. 
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245. Cesaro E. Moti rigidi e deformazioni 

termiche negli spazi curvi, [M]. 

— Lincei, Rend. (4), IV; p. 376 — ^84. 

246. DoGSON L. Curiosa Mathematica. 

Pars L A New Theory of paraU 
leles, [E]. 

— London, Macmillan; 86. p. 

247. DucHBMiN P. Des parall^les dans 

r espace. — Droites et plans paral- 
l^les, [E]. 

— Avranches; 16. p. 

248. id. Th^orie des paralleles sans postu- 

latum et certitude de la G^om6trie, 
[E]. 

— Coutances; 78. p. 

249. id. Th^orie des paralleles et certitude 

de la Gdom^trie, [E]. 

— Coutances; 16. p. 

250. Pasch M. Ober die uneigentlichen 

Geraden und Ebenen, (Auszug aus 
einem Schreiben an Herrn V. Re- 
yes y Prosper), [P]. 

— Math.Ann., XXXII; p. 159 — 160. 

251. Peano G. Calcolo geometrico secondo 

TAusdehnungslehre di Grassmann, 
preceduto dalle operazioni della 
logica deduttiva, [V]. 

— Torino, Bocca; X4-170. p. 

252. Reyes y Prosper. Sur les propri^t& 

graphiques des figures centriques. 
(Extrait d'une lettre adress^e a 
Mr. Pasch); [P]. 

— Msth.Ann., XXXII; p. 157—158. 

253. SoMiGLiANA C. Sopra la dilatazione 

cubica di un corpo elastico in uno 
spazio di curvatura costante. [M]. 



— Ann. Mat., XVI; p. loi — 116. 

254. Tarry G. Nouvel essai sur la g^o- 

m^trie imaginaire. 

— Paris, J2. p. 

1889. 

255. BoNNEL J. Note sur la d^finition des 

parall^les. Sur la Gtom^trie ima- 
ginaire, [E]. 

— M^m. Lyon. Acad. ; p. 26. 

256. BuRNSiDB W. On the resultant of two 

finite displacements of a rigid body, 
[M]. 

— Mess. of Math., XIX; p. 104 — 
108. 

257. CoMMiNBS DE Marsilly A. ^tudes 

sur le ipostulatum» d'EucIide et 
sur les principes fondamentaux de 
la g^om^trie ^I6mentaire, [E]. 

— Ass. Fran. XVII; p. 88—100. 

258. Goursat E. Sur les substitutions ortho- 

gonales et les divisions reguli&res 
de Tespace, [P]. 

— Ann. Ecole Norm. VI; p. i — 102. 

259. Klein F. Nicht-Euklidische Geo- 

metrie (Praelectioneslithogr. I) [C]. 

— G5ttingen. 

260. id. Considerazioni comparative intorno 

a ricerche geometriche recenti, [G]. 
(Translatio Itaiica operis sub No. 
88 laud., a Fano confecta.) 

— Ann. Mat. (2) XVII; p. J07— 

261. Mansion P. Sur la g^om^trie non- 

Euclidienne, [E]. 

— Brux. S. sc, XIII, A; p. 57—61. 
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262. Padova. La teoria di Maxwell negli 
spaz) curvi, [M]. 

— Lincei, Rend., (4);V;p. 875 — 880. 
26). Peano G. I principi di geometria lo- 

gicamente esposti, [E]. 

— Torino, Bocca. 

264. Reina V. Sugli oricicli delle superficie 

pseudosferiche, [D]. 

— Lincei, Rend. (4); V; p. 448 — 456. 

265. Sbrana. II teorema di Pitagora ed il 

postulato delle parallele, [E]. 

— Periodico di Mat., IV; p. 104 — 
107. 

2^>6. SuiNiA.Sullateoriadelle parallele,[E]. 

— PeriodicodiMat. IV; p. 134 — 139. 

267. Tarry G. G^om^trie g^n^rale. 

— Ass. Fran^., XVIII; p. 60 — 87. 

1890. 

268. Brod^n T. Om geometriens princi- 

per, [E]. 

— Pedagogiste Tidsskrift Halmstad ; 
j6. p. 

269. Cayley A. Non-Eudidian Geometry, 

— CambridgeTrans., XV; p. 37—61. 

— Cambridge Proc., VII; p. 55. 

— Math. papers; t. XIII. Nr. 951. 

270. id. Sur les surfaces minima, [P]. 

— Comptes Rendus, CXI; p. 955 — 

954. 

— Math. Papers. XIII; No. 899; p. 

41 — 42. 

271. Galinon A. ^tude de cin^matique a 

deux et k trois dimensions, [M]. 

— Paris; 129. p. 



272. Klein F. Zur Nicht-Euklidischen 

Geometrie, [P, D]. 

— Math.Ann.,T. XXXVII; p. 544— 

572. 

273. id. Nicht-Euklidische Geometrie. 

(Praelectiones lithogr. II) [D]. 

— Gottingen; 257. p. 

274. LiE S. Uber die Grundlagen der Geo- 

metrie, [G]. 

— Leipzig. Berich. XLII; p. 284 — 
521; p. J 5 5— 418. 

275. Lobatschefpsky N. J. Collectio ope- 

rumgeometricorum.Vol. II (Scripta 
lingua Franco-Gallica ac Germa- 
nica), [E]. 

— Casani. 

276. ScHULLER Fr. W. Ober das Axiom 

(den Satz) von der Winkelsumme 
im Dreieck, [E]. 

— Programmabhandlung, Realsch. 
Ansbach. Leipzig. 

277. SiMON M. Elementar-geometrische 

Ableitung der Parallelenconstruc- 
tion in der absoluten Geometrie, 
[E]. 

— Journ. f. reine u. ang. Math., 
CVIII;p. 84—86. 

278. id. Die Elemente der Geometrie mit 

Rucksicht auf die absolute Geo- 
metrie, [E]. 

— Strassburg, R. Schultz; IV-f-74- P- 

279. Tarry G. Gdomftrie g^n^rale — La 

ligne droite, [E]. 

— Assoc. Fran^., XIX; p. 152 — 185. 

280. Varisco D. Complementi di pangeo- 

metria, [E]. 
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— Giorn.Mat.,XXVIII;p. 181 — 192. 

281. ViVANTi G. Osservazioni sulla nota 

del Dottore D. Varisco, [E]. 

— Giorn. Mat. ; XXVII; p. 240. 

189X. 

282. Amodeo F. Quali possono essere i po- 

stulati fondamentali della geometria 
proiettiva di un' Sr.y [P]. 

— Torino, Atti, XXVI; p. 741 — 770. 

283. BoLYAi J. The science absolute of 

space. Independent of the Truth or 
falsityof Euclid*sAxiom X! (which 
never can be established a priori). 
By John Bolyai. Translated from 
the original Latin by George Bruce 
Halsted. (Translatio Anglica operis 
cAppendix etc. »). 

— Science Baccalaureus^ I. 

— Tokyo sugaku-butsurigiku kwai 
kiji, V;p. 94—135- 

— editio tertia, Austin, Texas, U. S. 
A. 1894. 

— editio quarta, ibid., 1896, XXX -h 
72. p. 

284. Clebsch-Lindemann. Vorlesungen 

uber Geometrie. DritteAbtheilung. 
«Die Grundbegriffe der projectivi- 
schen und metrischen Geometriei, 
[E]. 

— Leipzig, Teubner; 11. Bd; I. Theil; 

285. DrxoN E. T. The foundations of geo- 

metry, [E]. 

— Cambridge, Deighton, Bell. and. 
Co., VII + 143. p. 



286. KiLLiNG W. Uber die Clifford-KIein*- 

schen Raumformen, [D, M]. 

— Math. Ann. XXXIX; p. 257—278. 

287. KleinF. Consid^rations comparatives 

sur ies rech^rches g6om6tnques 
modernes; (Translatio Franco-Gal- 
Hca operis sub No. 88Iaudati, con- 
fecta a Padd), [G]. 

— Ann. Ecol. Norm. (j) VIII; p. 87— 
102; p. 179—199. 

288. Lobatscheffsky N. Geometrical re- 

searches on the theory of paraile- 
les, [E]. 

(Translatio Angiica operis sub No. 
3 laudati, a Halsted confecta). 

— Austin, Texas, U. S. A. 

— Tokyo sugaku-butsurigiku kawai 
kiji, V; p. 6—50. 

289. Iselin J. J. Die Grundlagen derGeo- 

metrie ohne specielle Grundbegriffe 
und Grundsatze mit Einschluss 
einer vollstandigen Darsteilungder 
reinen Spharik einheitlich darge- 
stellt, [E]. 

— Bern, K. J. Wyss; 244. p. 

290. MA.NS10N P. Reiation entre les distan- 

ces de cinq points en g^om^trie 
non-EucIidienne, [F]. 

— Brux. S. sc. XV, A; p. 8 — 11. 
2QI. id. Notessurlag^ometrie Euclidienne 

et sur les g^om6tries non-EucIi- 
diennes, [E]. 

— Mathesis (2) I, Suppl. I; p. p. 
292. OviDio (d') E. Teoremi sulle coniche 

nella metrica-proiettiva, [P]. 

— Torino, Atti, XXVI; p. 525 — i;^^ 
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293. id. Le proprietk focali delle coniche 

nella metrica-proiettiva, [P]. 

— Torino, Atti, XXVI; p. 539— j 66. 

294. id. Sulle coniche confocali nella me- 

trica-proiettiva, [P]. 

— Torino, Atti, XXVI; p. 226 — 437. 

295. RoucHE et DE CoMBEROUSSE. Trait^ 

de G^om^trie, ^dit. VI, [E]. 

— Note II; Paris. 

296. ScHUR F. Uber die Einfuhrung der 

sogenannten idealen Elemente in 
die projective Geometrie, [P]. 

— Math. Ann., XXXIX; p. 113— 
124. 

297. ScHMiDT E. V. Euklid's XI. Axiom 

durch eine neue Definition der 
geraden Linie bewiesen, [E]. 

— Moskau, J. Deubner; 24. p. 

298. SiMON M. Uber das Parallelenaxiom, 

[E]. 

— Naturf. Ges. Halle, LXIV; p. 5. 

299. id. Zu den Grundlagen der nicht- 

Euklidischen Geometrie, [E]. 

— Programmabhandlung. Lyceum 
Strassburg; 32. p. 

300. Study E. Von den Bewegungen und 

Umlegungen, [E, G]. 

— Math. Ann. , XXXIX; p.441— 556. 

301. Tarry G. G^om^trie g^n^rale. Le 

cercle et la trigonom6trie. 

— Ass. Fran^., XX; p. 90—1 18. 

302. Veronese G. Fondamenti di geo- 

metria a piu dimensioni ed a piii 
specie di unit^ rettilinee esposti in 
forma elementare, [E]. 

— Padova, Tipografia del Seminario, 



XLVII 1+628. p; (Vide translatio- 
nem sub No. 361). 

i8ga. 

jo^ BiANCHi L. Sui Gruppi di sostituzioni 
lineari con coefficienti appartenenti 
a corpi quadratici, [P]. 

— Math. Ann. XL; p. 332 — 412. 

304. BuscHE E. Uber eine rationale nicht- 

euklidische Massbestimmung in 
der Ebene, [F, P]. 

— Hamb. Mitt., III; p. 37 — 57. 

305. Fano G. Sui postulati fondamentali 

della Geometria proiettiva in uno 
spazio lineare ad un numero qua- 
lunque di dimensioni, [P]. 

— Gior. Mat. XXX; p. 106—132. 

306. FoNTENE M. G. L*hyperspace k (n — i) 

dimensions, [P]. 

— Paris, Gauthier-Villars; XVIII + 
I3J. p. 

J07. Gerard L. Sur la gdom^trie non- 
euclidienne. Th^se pr^sent^e k la 
Facult^ des sciences de Paris, [E]. 

— Paris, G. Villars, 10 p. 

— Jour. des Math. sp^c. (4), II; 1893. 
p. 156 — 158. 

}oQ. KillingW. Uber die Grundlagen der 
Geometrie, [D]. 

— Jour. f. reine u. ang. Math., CIX; 
p. 121 — 186. 

309. LiE S. Sur les fondements de la G^o- 

m^trie, [G]. 

— Comptes Rendus, CXIV;p. 461 — 
46 j. 

310. id. Bemerkungen zu neueren Unter- 
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suchungen uber die Grundlagen 
der Geometrie, [G]. 

— Leipzig. Berichte; XLIV; p. io6 — 

114. 
j 1 1. PiETZKER F. Uber die absolute Geo- 

metrie, [E]. 

— Zeitschr. fiir math. Unter., XXIII; 
p. 81 — 106. 

312. SiMON M. Uberdas Parallelenaxiom, 

[E]. 

— Deutsche Math.Ver., I; p. J9 — 41. 

313. id. Die Trigonometrie in der absolu- 

ten Geometrie, [E]. 

— Jour. f. reine u. ang. Math. ; CIX; 
p. 187—198. 

3 14. SiKSTEL W. R. De theoremate funda- 

mentali geometrise spserics (lingua 
Russica), [E]. ^^qQ^ 

— Qisan. Relationes (2), II; p. 94 — 

315. SusLOW G. Trigonometria cinematica, 

[M]. (lingua Russica). 

— Kijov. Relationes, XXXII ; p. i — 7. 

3 16. TiLLY (de) J. Essai de G^om^trie ana- 

lytique g^n^rale, [F]. 

— Belgique, M^m. Couronn^es; 
XLVII;8o. p. 

— Mathesis — 1893 — Appendix. 

— Bruxelles, F. Hayer, 1893; 80. p. 

317. WooLSEY J. W. A case of non-eucii- 

dean geometry, [P]. 

— New York Society, Bull. II; p. 
158 — 161. 

1893. 

318. Bbltrami E. Saggio di interpretazione 

della geometria non-euclidea. 



(Translatio Russica operis sub No. 

46 laud. a Mey confecta), [D]. 

— Casan. Relationes (2), III; Appen- 
dix. 

319. id. Sugli spazi di curvatura costante 

(Translatio Russica operis sub No. 

47 laud. a Mey confecta), [D]. 

— Casan. Relationes (2), III; Appen- 
dix. 

320. BiANCHi L. Sulle divisioni regolari 

dello spazio non-eudideo in polie- 
dri regolari, [P]. 

— Lincei, Rend., (5), II; p. 66 — 72. 

321. id. Ricerche suUe forme quaternarie 

quadratiche e sui gruppi poliedrici, 

[P]. 

— Ann. Mat. (2), XXI; p. 236—288. 

322. G^RARD L. Sur la g^m^trie non 

Euclidienne, [E]. 

— Nouv. Ann., (3), XII; p. 74 — 84. 

323. Hblmholtz H. Ober die thatsach- 

lichen Grundlagen der Geometrie 
(Translatio Russica operis sub No. 
49 laudati, a Wassilieff confecta), 
[G]. 

— Casan. Reiationes (2), III; Appen- 
dix. 

324. Kagan B. Adumbratio systematis 

geometrici Lobatschefskii (lingua 
Russica), [E]. 

— Spaczinski, Relationes (Vjestnik, 
Odessa) No. 174, 178, 179, 183, 
187 — 190, 194 — 196,198,199,210. 

325. KiLLiNG W. Zur projectiven Geo- 

metrie, [P]. 

— Math. Ann., XLIII; p. 569-590. 
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326. id. EinfQhrung in die Grundlagen der 
Geometrie, [C]. 

— Paderborn, Schoningh ; I. Bd ; 

VIII4-357. p. 
527. Klein F. Hohere Geometrie, [G, P]. 

— (Pralectiones lithogr.), Bd. I, 11 ; 
Gottingen. 

328. id. Vorlesungen uberdie Nicht-Eukii- 
dische Geometrie (Edit. sec.) [C]. 

— (Prflelectiones iithogr.), Gdttingen. 
3 29. id. A comparative rewiev of recent re- 

searches in geometry. (Translatio 
Anglica operis sub No. 88 laudati, 
a Haskell confecta), [G]. 

— New York M. S. Bull. II ; p. 
215—249. 

330. JoNSON W. A case of non-euclidian 
geometry, [P]. 

— New-York M. S. Buli., II ; p. 
158— 161. 

}}\. LiB S. Bemerkungen zu v. HelmhoUi( 
Arbeit etc. (Translatio Russica ope- 
ris sub No. 231 laudati, a Sintsoff 
confecta), [G]. 

— Casan. Relationes(i), III ; Appen- 
dix. 

jp. id. Theorie der Transformationsgrup- 
pen, [G]. 

— Bd. III, V. Abtheilung, Kap. 21, 
22, 2j, 24 ;p. 437—543. 

— Leipzig, B. G. Teubner. 

333. OviDio (d*) E. Su varie questioni di 

metrica proiettiva, [P]. 

— Torino Atti, XXVIIl; p. 566— 
589. 

334. PoiNCARE H. Sur les hypoth^ses 



fondamentales de la g^om^trie. 
(Translatio Russica commentationis 
sub No. 240 laud., a Sinisof con- 
fecta.) 

— Casan. Relationes, (2), III, Ap- 
pendix. 

335. RiEMANN B. Uber die Hypothesen, 

welche der Geometne zu Grunde 
liegen. (Translatio Russica operis 
sub No. 53 laud. a Sinlsoff con- 
fecta.) 

— Casan. Relationes, (2), III ; Ap- 
pendix. 

336. ScHMiDT H. Geometrische Unter- 

suchungen, [E]. 

— Jour. f. reine u. ang. Math., CXII; 
p. 112— 139; p. 319—348. 

337. ScHULLER Fr. W. Der Satz von der 

Winkelsumme in Dreieck, oder das 
XI. Axiom des Euklid, [E]. 

— Miinchen. Im Selbstverlage des 
Verf. ; 30 p. 

338. Semikolenow G. Studien tiber die 

Geometrie von Lobatschefsky, [E.] 

— Libau, TeilI;LXH-48p. 

339. SiMON M. Zur Volumenbestimmung 

in der Lobatschefsky' schen Geo- 
metrie, [E]. 

— Math. Ann. XLII; p. 471 — 484. 

340. Suslow G. Kinetogeometrische In- 

terpretation dreifach ausgedehn- 
ter Raume constanter Krummung, 
[M). 

— Ber. d. phys. math. Gesellschaft zu 
Kiew. 

— Kiew, Nachrichten; p. 1-57. 
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941. Tarry G. G^omArie g^n^rale. Me- 
sure des arcs des courbes, etc. 

— Ass. Fran^., XXII; p. 217 — 236. 

X894. 
342. BiANCHi L. Lezioni di geometria diffe- 
renziale. 

— Cap. II;Cap. XVII, [D]. 

— Pisa, Spoerri; Cap. II, p. 35 — 97; 
Cap. XVII, p. J96— 415. (Vide 
translationem sub No. 501.) 

34^. Cayley A. Non Euclidian geometry, 

— Cambridge Trans., XV; p. 391 — 
402. 

— Math. Papers, t. XIII; No. 951, 
p. 480 — 504. 

344. Cesaro E. Sulla geometria intrinseca 

degli spazi curvi, [P]. 

— Napoli, Atti, (2), VI; 10 p. 

345. id. Introduzione allateoria matematica 

della elasticitk. Cap. XXI, [M]. 

— Torino-Bocca, p. 183 — 213. 

346. Darboux G. Le^ons sur la theorie gi- 

n^rale des surfaces — Livre VII — 
Chap. XIV, [D]. 

— Paris, Gauthier Villars, T. III; 
p. 471—501. 

347. Dressler H. Grundsatz oder Lehr- 

satz, [E]. 

— Zeitschr. f. math. Unter. ; XXV; 

p. 498--503- 

348. Enriques F. Sui fondamenti della 

geometria proiettiva, [P]. 

— Rend. Ist. Lombardo (2), XXVII; 

p. 550—567- 



349. id. Conferenze di geometria, [D, P]. 

— Bologna, Lezionilitografate; 136^. 

350. Halsted G. B. Non-Euclidean Geo- 

metry, historical critical and expo- 
sitory, [C]. 

— The American Math. Montly, I; 
p. 70—72, 112— 115, 149—152, 
188 — 191, 222 — 223, 259 — 260, 
301—303, 34<-~?46, 421—423, 

8J7» 973' 

351. Mansion P. Principes fondamentaux 

de la g^om^trie non-euclidienne 
de Riemann, [£]. 

— ReportoftheBrithish Ass.,Oxford. 

352. id. Sur le principe fondamental de la 

g6om€ine de Riemann, [E]. 

— Math^sis (2), IV; p. 180—183. 

353. Palatini F. Suir assioma delle paral- 

lele; sulla dednizione de! piano e 
suir uguaglianza delle figure, [E]. 

— Periodico di Mat., IX; p. 7 — 14. 
3 54. Peano G. Sui fondamenti della geo- 

metria, [E]. 

— Rivista di Mat., IV; p. 51—90. 

355. Philippow M. Lobatschefsky's Raum 

und mehrfach ausgedehnter Raum, 

[E]- 

— Wissenschaftl. Revue, Nr. 15, 19, 

22, 24, 25, 27, 28. 

356. ReishausT. Zur Parallelenfirage, [E]. 

— Programm. (Nr. 147.) Gymnasium 
Stralsund. — 14. p. 

357. Semikolenow G. Studien iiber die 

Geometrievon Lobatschefsky, fE]. 

— Libau, II. Theil; IV-j-i04p. 

358. SiKSTEL W. Theoremata fundamentalia 
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geometrise sphaericae (lingua Rus- 
sica) [E]. 

— Casan. Relationes, {2), IV; p. 18 — 
41. (Vide translationes sub N. 415, 

45?.) 
359. SiMON M. Construction der Tangente 

an Kreis und Grenzkreis und Be- 

weis, dass der Lobatschefsky* sche 

Raum eine doppelt unendliche 

Menge von Kugeln mit unendlich 

grossem Radius enthalt, [E]. 

— Deutsche Mathemat. Verein. III; 
p. 80—82. 

j6o. Stackel P. , U ber Biegungen von n- fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, 

[D]. 

— Jour. f. reineu.ang. Math., CXIII; 
p. 102 — 115. 

361. Veronese G. Grundzuge der Geo- 

metrie von mehreren Dimensionen 
und mehreren Arten geradliniger 
Einheiten in elementarer Forra ent- 
wickelt. (Translatio Germanica ope- 
ris sub No. 302 laudati, a Schepp 
confecta, [E]. 

— Leipzig, Teubner; XLVI-l-710 p. 

362. WiENER H. Weiteres iiber Grundlagen 

und Aufbau der Geometrie, [P, E]. 

— Deutsche Mathemat. Verein. III; 
p. 70 — 80. 

X895. 

363. BiANCHi L. Sulle superficie a curva- 

tura nulla, negli spazi a curvatura 
costante, [D]. 

— Torino, Atti, XXX; p. 743 — 755. 



364. id. Complemento alle ricerche suUe 

forme quaternarie quadratiche e sui 
gruppi poliedrici, [P] 

— Ann. Mat. (2), XXIII; p. i — 44. 

365. BuRKHARDT H.Beitrage zu den Unter- 

suchungen uber die Grundlagen 
der Geometrie, [E, P]. 

— Gott. Nachr. ;p. 114 — 118. 

366. BuRNSiDE W. On the kinematics of 

non Euclidean space, [M]. 

— London, M. S. Proc, XXVI ; 

367. id. On two theorems in elementary 

kinematics, [M]. 

— Mess. of. Math., XXV. ; p.94 — 96. 

368. id. On the kinematics of Non-Eucii- 

dian space, [M]. 

— London, M. S. Proc, XXV! ; 

P- 33—56- 

369. Calinon A. La g^ometrie k deux di- 

mensions des surfaces h courbure 
constante, [D]. 

— Paris, Gauthier-Villars. 

370. Cesaro E. Le deformazioni infinite- 

sime degli iperspazii, [M, D]. 

— Napoli,Rendiconti,(3),I;p.47 — 56. 

371. Crivetz Th. Essai sur le Postulat 

d^Euclide, [E]. 

— Bucarest, Socecu, 40 p. 

372. Fano et Enriques. Sui postulati fon- 

damentali della Geometria proiet- 
tiva, [P]. 

— Palermo, Rend., IV; p. 79 — 85. 

373. FiBBi C. I sistemi doppiamente infiniti 

di raggi, negli spazi di curvatura 
costante, [D]. 
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— Pisa, Annali Scuola Normale, VII; 
loo p. 

374. Hadamard J. Sur la g^om^trie non 
euclidienne. 

— Bordeaux, Proc^s verbaux 1895 — 
1896; p. 24 — 25. 

J75. Halsted G. B. Non-Euclidean Geo- 
metry, historical and critical expo- 
sitory, [C]. 

— The American Math. Montly, II; 
p. 10, 42 — 45, 67 — 69, 108 — 109, 
144 — 146, 181 — 214, 256 — 257, 

376. Hblmholtz H. Sur les faits qui ser- 
vent de base k la g6om6trie. (Trans- 
latio Franco-Gallica opens sub No. 
49 laudati, a Houel confecta), [G]. 

— Paris, Hermann. 

^jy. HiLBERT D. Ober die gerade Linie 
als kurzeste Verbindung zweier 
Punkte, [F]. 

— Math. Ann., XLVI; p. 91 — 96. 
(Vide translationem sub No. 568.) 

378. Kagan B. Note sur une formule bien 

connue de la gdom^trie imaginaire, 
[E]. 

— Nouv. Ann., (^), XIV ; p. 251 — 
258. 

379. id. D^monstration nouvelle des 6qua- 

tions fondamentales de la g^om^trie 
de Tespace de courbure constante 
negative, [E]. 

— Nouv. Ann., (3), XIV; p. 20 — 30. 

380. id. Adumbratio systematis geometrici 

Lobaischefskii (lingua Russica) fE]. 

— Spaczinski, Relationes; No. 202, 



203, 206, 207, 209, 214, 216, 222, 

234- 

381. id. Disquisitiones de geometria super- 

ficierum curvaturse constantis ac 
negativae (lingua Russica), [D]. 

— Casan. Relationes, (2),V; p. 1 1 1 — 
140, 145 — 184. 

382. KoBNiGS G. La g^om^trie r^gl6e et 

ses applications. Cap.V: Gtem^trie 
Anallagmatique, [P]. 

— Paris, Gauthier-Villars. 

38J. Lachtin L. K. De interpretatione 
quadam manifesta planimetrise LO' 
batschefskianae (lingua Russica). 

— Moscovise, CoUect. mathem. XVII; 
p. 767—790. 

^84. Mansion P. Sur la m^tag^omdtrie et 
ses subdivisions, [E]. 

— BelgiqueBull.,(3),XXIX;p.495— 

498. 
^85. id. Relation entre les distances de cinq 
ou six points en g^om^trie non 
euclidienne, [F]. 

— Brux. S. sc, XIX. B; p. 189 — 
196. 

586. id. Principes fondamentaux de la g^o- 
m^trie non euclidiennedeRiemann. 
Essai d*exposition 616mentaire,suiyi 
d'un appendice sur Fhistoire et la 
port6e philosophique de la m^tageo- 
m^trie, [E]. 

— Paris, Gauthier-Villars; 24 p. 

387. id. Essai d*exposition 6I^mentaire des 
principes fondamentaux de la geo- 
m^trie non euclidienne de Riemann. 
[E]. 
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— Congres sc. intern. des Cath. VII; 
p. II — 25. 

— Math&is, (2), V, Suppl. II; p. 8— 
21. 

^88. id Sur les premiers principes de la 
m^tag^om^trie et de la g6om^trie 
Riemannienne, [E]. 

— Math^sis, (2), V; p. 63 — 64. 

^89. PiERi M. Sui principii che reggono la 
geometria di posizione, [P]. 

— Torino, Atti, XXX; p. 607—641. 
390. Ricci G. Sulla teoria degli iperspazii, 

[Dj. 

— Lincei,Rendiconti,(5), IV;p.232 — 

^91. RiEMANN B. Sur les hypoth^ses qui 
servent de fondement ^ la g^ometrie. 
(Translatio Franco-Gallica operis 
sub No. 53 laudati, a Houel con- 
fecta) [D]. 

— Paris, Hermann. 

392. id On the hypotheses which lie at the 
bases of geometry. (Translatio An- 
glica operis sub No. 53 laudati, a 
Halsied confecta.) [D]. 

— Tokyo sugaku-butsurigikukwaikiji, 
VII; 1895—96; p. 65—78. 

39 j. Tarry G. G^om^trie g^n^rale — Les 
droits et les plans. 

— Ass. Fran^., XXIII; p. 184 — 195. 

394. TiLLY (de) J. M. Rapport sur cette 

note, [E]. 

— Math^sis, (2), V; Suppl. V; p. 16. 

— Brux. S.sc.,(2), XIX, A; p.45 — 46. 

395. Vall^e-Poussin (de la). Sur la g6o- 

m^trie non euciidienne, [£}. 



— Math&is, (2), Suppl. V; p. 6 — 15. 

— Brux. S.sc.,(2),XIX,B;p.i7— 26. 

1896. 

396. Banal R. SuUe varietii a tre dimensioni 

con una curvatura nulla e due uguali, 
[D]. 

— Ann.Mat.,(2), XXIV; p.21 3 — 240. 

397. BiANCHi L. SuUe superficie a curvatura 

nulla, in geometria ellittica, [D]. 

— Ann. Mat., (2), XXIV; p* 93 — 
129. 

398. Burali-Forti C. II metodo di Grass- 

mann nella Geometria proiettiva 
(Nota I), [P, V]. 

— Palermo, Rend., X; p. 177 — 195. 

399. Dauge F. Sur la g^om^trie non Eucli- 

dienne, [E]. 

— Math^sis, (2), VI; p. 7 — 13. 

400. GuiCHARD. Sur les surfaces minima 

non euclidiennes, [D]. 

— Ann. Ecol. Norm., (3), XIII; p. 
401 — 414. 

401. Halsted G. B. Non-Euclidean Geo- 

metry, historical and critical expo- 
sitory, [C]. 

— American Math. Montly, III; p. 
13—14, 35— J6, 67—69, 109, 
132—133. 

402. Klein F. Vergleichende Betrachtun- 

gen (iber neuere geometrische For- 
schungen. (Translatio Russicaoperis 
sub No. 88 laudati, a Sintsoff con- 
fecta), [G]. 
. — Casan. ReIationes,(2),V, 1895 — 96; 
16 p.; (2), VI, 1896; 28 p. 
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403. Lechalas G. Identit^ des plans de 

Riemann et des spheres d' Euclide, 
[E]. 

— Brux. S. sc, XX; p. 167 — 177. 

— Math^sis, VII ; Suppl^ment. 

404. LoEWY A. Uber die Transformation 

einer quadratischen Form in sich 
selbst, mit Anwendungen auf Li- 
nien- und Kugelgeometne, [P]. 

— Nova Acta Acad. Cesareae Leopol- 

dinoCaroIinde Germanicae 

Halle, LXV; p. 1—66. 

405. Mansion P. Le plan riemannien est- 

il identique k la sphere euclidienne, 
[E]. 

— Brux. S. sc, XX. 

406. id. Une nouvelle forme de la relation 

entre les distances de cinq points 
en g^om^trienon euclidienne, [F]. 

— Brux. S. sc, XX, A; p. 62—63. 

407. id. Premiers principes de la M^tag^o- 

metrie ou g^om^trie g^n^rale, [E]. 

— Math^sis, (2), VI; Suppl. p. 47. 

— Revue n^oscoIastique,III; p. 143 — 
170, 242 — 259. 

(Vide translationem sub No. 438). 

408. id. Teoria succinta de las funciones hi- 

perbolicas, [E]. 

— Arch. de Matematicas puras y Apii- 
cadas, I; p. 29— 34,46- 50,65— 71, 
86 — 88, 106 — 108, 125 — 127, 1 50 — 
153, 170 — 172, 191 — 192, 211 — 
213. 

409. id. Sur la non identit^ du plan rieman- 

nien et de la sphere euclidienne, 
[E-J. 



— Brux. S. sc, XX, B; p. 167 — 177, 
178—182. 

— Math^sis, (2), VII ; suppl^ment; 
p. 12 — 16; 187. 

410. MiNKOwsKi H. GeometriederZahlen, 

[F]; 

— Leipzig, B. G. Teubner. 

411. MOller E.Die Geometrieder Punkte- 

paare und Kreise im Raume, nach 
Grassmann' schen Principien, [V]. 

— Monatsh. f. Math; VII. 

412. Nekrassow P. A. De rationibus al- 

gebraicis in quaestionibus geometri- 
cis solvendis (lingua Russica), [E]. 

— Moscoviae, X-h262 p. 

413. PiERi M. Sui principi che reggono la 

geometria di posizione, [P]. 

— Torino, Atti, XXXI; p. 381—399: 

457—470. 

414. Ray (van) J. Sur une formule de ia 

g^om^trie non-euclidienne, [E]. 

— Nieuw Arch. voor Wiskunde, (2), 

III; p. 77—79- 

415. SiKSTEL W. Th^oremes fondamentaux 

de la g^om^lrie spherique, [E] 
(Translatio Franco-Gallica comm. 
sub No. 358 laud.) 

— Arch. d. Math. u. Phys., (2), XV; 

p. 159— 171" 

416. id. De consecutionibus axiomatis XL 

(lingua Russica), [E]. 

— CoIIectanea paedagogica, VI ; p. 

5^—^45; 

417. Study E. Uber Bewegungsinvarian- 

ten und elementare Geometrie, [P, 

G]. 
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— Leipzig, Berichte, XLVIIl ; p. 
649 — 664. 

418. Traub K. Der verjiingte Magister 

Matheseos. EinBeitragzurSpharik 
und absoluten Geometrie, [E]. 

— Lahr, M. Schauenburg; 12 p. 

1897. 

419. Amodeo F. A proposito dei postulati 

della geometria proiettiva, [P]. 

— Gior. Mat., XXXV; p. loi — 103. 

420. id. Sur la r^duction des vecteurs et les 

propri^tds m^triques, [M]. 

— ComptesRendus.CXXV;p. 394- 
396. 

421. Banal R. Sugli spazii a curvatura co- 

stante, [D]. 

— Lincei,Rend.,(5),VI; p. 357 — 362. 

422. Berzolari L. Un* osservazione suir 

estensione dei teoremi d' Eulero e 
Meusnier agli iperspazii, [D]. 

— Lincei, Rend.,(5),VI ; p.283 — 290. 

423. id. Suliacurvaturadellevarietktracciate 

sopra una varietk qualunque, [D] 

— Torino, Atti, XXXIII; 1897—98; 
p. 692—700; p. 759—778- 

424. Bianchi L. Sugli spazi a tre dimen- 

sioni che ammettono un gruppo 
continuo di movimenti, [G, D]. 

— Mem. Soc. Ital., (3), XI; p. 267— 
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XIV. 
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— Nature, XXIX; p. 45) — 454; 579. 

76. Stallo J. B. La matiere et la physique 

moderne. 
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— Paris, Alcan. 
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81. Beez A. Ueber euklidische und nicht- 

euklidische Geometrie. 
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82. Calinon A. I^tude sur la sph^re, la 
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— Berger-Levrault. 

8^. LiARD L. Des d^finitions g^om6triques 
et des d^finitions empiriques. 

— Paris, Alcan. 

84. MiLHAUD. La g^om^trie Non-Eucli- 

dienne et la th^orie de la connais- 
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448. 
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88. Koncz J. A maros-v4s4rheIyi evang. ref. 
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— Maros-Vdsdrhely, p. 271 — 358. 

89. Lechalas G. La g^om6trie g^n^rale. 

— Crit. Phil. 

90. RivE (de la). Sur la g6n^se de la notion 
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— Rev. Phil., XXVII; p. 452—462. 
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— Nature, XXXIX. 
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92. Broglie (Uabb^ de). La G^omdtrie 

Non-Euclidienne. 

— Ann. Phil. Chr^t. 

93. DuclotS. Los fondamentos de la geo- 

metria y el conocimiento del espacio. 

— Soc. Argentinea, XXX, XXXI. 

94. Halsted G. B. Gauss and the Non- 
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— Science, N. S., XII ; p. 842 -846. 

95. id.Our belief in axioms and the nevir 

spaces. 
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96. KoFLER J. Die Axiome der Geometrie 
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97. Lechalas G. La g6om^trie g^n^rale et 

r intuition. 

— Ann. PhiL ChrA. 

98. id. Les bases exp^rimentales de la g6o- 

m^trie. 

— Rev. Phil., XXX; p. 406 — 411 ; 
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99. id. La g^om^trie g^n^rale et les juge- 

ments synth^tiques & priori. 
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100. Mansion P. Sur le postulatum et les 

axiomes d' Euclide. 
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loi. ScHOTTEN H. Inhalt und Methode des 

planimetrischen Unterrichts. I. Bd. 

— Leipzig, Teubner. 
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102. Andrade J. Les bases exp^rimentales 
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— Rev. Phil., XXXI ; p. 430— 4p. 
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ques. II. 

— Rev. Phil., XXII ; p. 368—375. 

104. id. Introduction h la g^om^trie des 

espaces k trois dimensions. 

— Paris, G. Villars. 

105. DixoN E. The foundation of geo- 
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— Cambridge, Deighton, Bell.and Co. 

— Nature, XLIII. 

106. Halsted G. B. The appreciation of 

Non-Euclidean Geometry. 

— Science N. S. XIII ; p. 462 — 
465. 

107. id. Light from Non-Euclidean spaces 



on the teaching of elementary geo- 
metry. 

— Scientis Baccalaureus, I . 

108. LiNDEMANN F. Ueber die Hypothesen 

der Geometrie. 

— Schriften der physik.-5kon. Ge- 
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p. 20 — 23. 

109. PiETZKER F. Die Gestaltung des Rau- 

mes. Kritische Untersuchungen 
iiber die Grundlagen der Geo- 
metrie. 

— Braunschweig. O. Salle ; VII -h 
110 p. 

1 10. PoiNCARi H. G^om^trie Non-Eucli- 

dienne. 

— R6vue g^n^rale des sciences pures 
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(Vide translationem sub No. 121.) 

111. Renouvier. Philosophie de la r^gle et 
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112. SiMON M. Ueber das Parallelen- 
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113. id. Zu den Grundlagen der Nicht- 

Euklidischen Geometrie. 
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114. SoREL. Sur la g^om^trie Non-EucH- 

dienne. 
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Euclidean geometry. 

— New-York M. S. Bull. II ; p. 
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117. Halsted G. B. Fourfold Space and 

Twofold Time. 

— Science, XX. 

1 18. LiE S. Bemerkungen zu neueren Un- 

tersuchungen Qber die Grundlagen 
der Geometrie. 
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119. Mansion P. Sur les recherches de 
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Sh 

120. PiETZKER J. Ueber die absolute Geo- 

metrie. 
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p. 8i — 106. 

121. PoiNCAR^ H. G^om^trie Non-Eucli- 

dienne. 

(Translatio Polonica operis sub No. 
iio laudati.) 

— Prospectushebdom.; p. 187 — 195. 

122. id. Non-Euclidean Geometry. 

— Nature, XLV. 

123. RousE Ball W. W. Mathematical 

Recreations and Problems of past 
and present times. 

— London, Macmillan & Co. 
(Vide translationem sub No. 213.) 

1893. 

124. Calinon A. SurTind^termination g6o- 

m^trique de Y univers. 



— Rev. Phil., XXXVI ; p. 595— 
607. 

125. Clintock Mc. E. On the early his- 

tory of the Non-Euclidian geo- 
metry. 

— New-York M. S. BuU.; II. p. 
144—147. 

126. CouTURAT L. Note sur la g^m^trie 

Non-Euclidienne et la r^lativit^ de 
Tespace. 

— Rev. de Metaphys. et de Mor., L 

1 27. id. L' ann^e philosophique de F. Pillon, 
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— Rev. de M^taphys. et de Mor. I ; 
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128. Dblboeuf J. L'ancienne et les nou- 

velles g6om6tries. I. 

— Rev. Phil., XXXVI; p. 449— 484. 

129. id. R6ponse de M. Delboeuf. 

— Rev. Phil., XXXVII; p. 78— 
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— Belg. Bull. (0, XXV; p. 667— 
695. 

131. Halsted G. B. The Old and the New 

geometry. 

— Educational Rev. 

132. Karagiannides A. Die nicht-eukli- 

dische Geometrie vom Altertum bis 
zur Gegenwart. 

— Berlin, Mayer und MuIIer ; 44 p. 
15}. Lachtin L. K. Vita et opera viri 

illustrissimi N, J. Lobatschefskii 
(lingua Russica). 
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— Comment. Societatis Mathematicae 
Moscoviensis : XVII ; p. 474 — 

494- 
1^4. Lechalas G. Note sur la g^om^trie 

Non-Euclidienne et le principe de 
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— Revue de M^taphys. et de Mor. ; 
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1^5. id. M. Delboeuf et clesprobl^mesdes 
mondes semblablesi. 

— Rev. de Phil., XXXVII ; p. 7J— 
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1^6. Mansion P. Sur la port^e philosophi- 
que de la m^tag^om^trie. 

— Brux. S. sc. XVII, A; p. 12 — 
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cheri S. J .; sur le postulat d' Euclide. 
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59; B, p. 46—59. 

138. id. Sur les principes fondamentaux de 

la g6om^trie, de la m^canique et de 
Tastronomie. 

— Paris, Gauthier Villars; 16 p. 

139. OviDio (d*) E. Cenno della memoria 

del Sig. Colonnello de Tilly cEssai 
de g^om^trie analytique g^n^- 
ralei. 

— Torino, Atti, XXIX, 189J— 94; 
65—67. 

140. Reybs y Prosper. Nicolas Ivanovich 

Lobatschefsky. 

— Progreso Mat., III; p. 321 — ^24. 

141. RousE Ball, W. W. A short account 

of the History of Mathematics. 

— London, Macmillan and Co. 



142. ScHOTTEN H. Inhalt und Methodedes 

planimetrischen Unterrichts. II. Bd. 
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143. Wassiliew A. De Patre Soc. Jesu 
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145. DelboeupJ. L'ancienne etlesnouvel- 
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147. Halsted G. B. The Non-Euclidean 
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109 p. 

(Vide translationem sub No. 225.) 
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157. ScHiscHKiN. N. J. Lobatschefsky*s 
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mandis, earumque effectu ad augen- 
das geometriae notiones (lingua 
Russica). 
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sance math^matique. 
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160. Vbronese G. Osservazioni sui principi 
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university of Kasan; October 22, 
1893, by A. Vasiliev. 
(Translatio Anglica operis sub No. 

144 laudati, a G. B. Halsted con- 

fecta.) 

— Austin, Texas ; VIII-l-40 p. 
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— Paris, G. Villars. 
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p. 12 — 13, 21 — 2J. 
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— Ofversigt af Finska Vetenskaps- 
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m6trie. 

— Rev. de M^taphys. et de Mor., 
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— Leipzig ; G. B. Teubner. 

177. Wehr H. Die Subjectivitfit des Rau- 
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Axiom. 
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181. Del Re A. SuUa struttura geometrica 

dello spazio in relazione al modo 
di percepire i fatti naturali. 
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— II Pitagora, Giornale di Mate- 
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— Neuch&tel, BuU. Soc. des Scien- 
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— Brux. S. sc. XX. 
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ten iiber die Theorie der Parallel- 
linien vor dem Jahre 1 826. 

— Deutsche Math. Ver,, IV: p. 
88—90, 

1898. 

2 1 j. Ball Rouse W. W. R^creations et pro- 
bl^mes math^matiques des temps 
anciens et modernes. 
(Translatio Franco-Gallica operis 
sub No. 123 laudati.) 

— Raris, Hermann ; Chap. X. p. 
288 — 302 ; Chap.XII, p. 3 2 1 — 346. 

214. Beez R. Uebereuklidische und nicht- 

euklidische Geometrie. 

— Plauen ; V. Neupert. 

21 5. BEodHXzY J. A k^t Bolyai. 

(Vitae Wolfgangi et Joannis Bolyai.) 

— Maros-VAsArhely, Budapest, 454 p. 

216. BoNNEL J. Les hypoth^ses dans la 

g^om6trie. 

— Lyon, M6m. Acad., (3) V; p 
401 — 4.9. 

217. BuRALi-FoRTi. Les postulats pour la 

g^om^trie d*EucIide et de Loba- 
tschewsky. 

— Verhandlungen des ersten inter- 
nationalen Math. Kongresses in 
Ziirich ; p. 274 — 250. 

— Leipzig, Teubner. 

218. Brassai S. A XI. axioma.(Axioma XI.) 

— Akad^miai Ertesft6. (Relationes 
academics), Budapest. 

219. Cantor M. Vorlesungen iiber Ge- 

schichte der Mathematik. 
III Bd. 103 Kap. 



— Leipzig. G. B. Teubner, 

220. CouTURAT L. Etude critique fEssai 

sur les fondements de la G^m^trie, 
par B. Roussel. • 

— Rev. de Metaphys. et de mor. ; p. 
354—380. 

221. Dupuis N. F. On transcendental geo- 

metry. 

— Canada, Proc. and Trans. R. Soc., 
(2), III ; p. 3—16. 

222. Galdbano (de) Z. L*unification des 

concepts dans les math^matiques. 

— Verhandlungen des ersten inter- 
nationalen Math. Kongresses in 
Zurich ; p. 227 — 231. 

— Leipzig, Teubner. 

223. Hadamard J. Le^ons de Gfom^trie 

61^mentaire. 

T. I ; Note B. Sur le postulatum 

d* Euclide ; p. 278 — 286. 

— Paris, A. Colin. 

224. Klein F. Zur ersten Verteilung des 

Lobatsche wsky- Preises. Gutach- 
ten, betreffend den dritten Band 
derTheorie der Transformations- 
gruppen von S. Lie. 

— Casan. Relat. (2), VIII ; p. i — 

— Math. Ann., L, p. 583 — 600. 

225. Klein F. Conffrences sur les Math^- 

matiques, faites au Congr^s de 
Math. tenueaToccasionderexpo- 
sition de Chicago (1893). 
(Translatio Franco-Gallica operis 

sub No. 149 laudati, a Laugel 

confecta. ) 



INDEX OPERUM. 



145 



— Paris, Hermann, 125 p. 

226. Laisant C. A. La Math6matique. 

Philosophie, Enseignement. Chap. 
VI, La G^om^trie, p. 89 — 106. 

— Paris, Carr^ et Naud. 

227. Lechalas G. L*axiome de la libre 

mobilit^ d'apres M. Russel. 

— Rev. de M^taphys. et de Mor. ; p. 
746—758. 

228. PoiNCAR^ H. On the foundations of 

Geometry. 

— The Monist. IX; p. i — 43. 

229. RussEL A.W. Les axiomes propres a 

Euclide sont-ils empiriques } 

— Rev. de M^taphys. et de Mor. ; p. 

759—776. 
2^0. SuTAK J. Geometriai axiomdk. 

(Axiomata geometrise). 

— Bolcseleti foly6irat. (Diarium philo- 
sophicum). (Budapest) p p. 

231. TcHELPANOFF C. Index iibrorum, qui 
ad qusestionem de spatii notione 
pertinent (lingua Russica). 

— Kijov. Relationes; p. i — 14. 

2p. ViLLAREAL F. Geometria imaginarias 
6 no-Euclidianas. 

— Ann. de la Sociedad Cientifica 
Argentina, XLVI ; p. 23 — j2 ; 67 — 
92 ; 128 — 148. 

1899. 

233. Andrade J. L'enseignement de la 
g^om^trie et les g^om^tries non- 
euclidiennes. 

— Enseignement Math., I ; p. 1 14 — 
126. 



234. Bonnel I. Les axiomes et leshypo- 

th&ses dans la g^om^trie. 

— Paris, Hermann. 

235. BoNOLA R. Bibliografia sui fonda- 

menti della geometria in relazione 
alla geometria non-euclidea. 

— Bollettino di Bibliografia e storia 
delle Scienze Mat., II ; p. i — 10 , 
33 — 40; 81 — 88. 

236. DupoRT. Sur les hypoth&ses fonda- 

mentales de la G^om^trie. 

— S. M. F. BuU., XXVII; p. 138— 
141. 

2? 7. Engel F. Urkunden zur Geschichte 
der nichteuklidischen Geometrie 
herausgegeben von F. E. und P. St. 
Mit vielen Figuren im Texte, in 
2 Banden. 

I. Nicolaj Iwanowitsch Lobat- 
chefskij. Zwei geometrische Ab- 
handlungen, herausgegeben von 
Friedrich Engel mit einem Bilde 
Lobatchef$k]j's. 

— Leipzig, G. B. Teubner; XVI ■+- 
476 p. 

2j8. FoNTEN^ G. Sur rhypothese Eucli- 
dienne. 

— Rev. de Mftaphys. et de Mor., 
p. 183—188. 

239. Galdeano Z. G. La moderna organi- 

zacion de la matematica. 

— Progreso Mat. (2), I ; p. 17 — 24, 
45— 51» 77— 87, iio— iM, 154— 
156, 182 — 190. 

240. Halsted G. B. Scientific Books, lUr- 

kunden zur Geschichte ...» 
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— Science N. S. IX; p. 81 j — 817. 

241. id. Report on progress in non-eucli- 

dean Geometry. 

— Proc. of the American Ass. for the 
adv. of science. XLVIII ; p. 53 — 
68. 

— American Math. Montly VI ; p. 
219 — 2J3. 

242. Lagrange Ch. Pour la g^om^trie 

euclidienne. 

— Belgique, Bull. (3), XXXI I ; p. 
506 — 521. 

243. Mansion P. Ueber eine Stelle bei 

Gauss, welche sich auf nicht-eukli- 
dische Metrik bezieht. 

— Deutsche Math. Ver., VII ; p. 
156—158. 

244. PoiNCARE H. Des fondements de la 

g^om^trie ; a propos d'un livre de 
M. Russel. 

— Rev. de M^taphys. et de Mor. ; p. 
251—279. 

245. RussEL A. W. Sur les axiomes de la 

g^om^trie. 

— Rev. de M^taphys. et de Mor ; p. 
684 — 707. 

246. ScHMiDT F. et Stackel P. Briefwechsel 

zwischen Cari Friedrich Gauss und 
Wolfgang Bolyai. 

— Leipzig, Teubner; XII + 208 p. 

247. ScHULTz J. Psychologie der Axiome. 

— Gottingen. Vandenhoeck u. Rup- 
recht; IV+2J2 p. 

248. Stackel P. Franz Adoiph Taurinus. 

Ein Beitrag zur Vorgeschichte der 
nicht-euklidischen Geometrie. 



— Abh. zur Geschichte der Math. l 

p. 397— 4^7- 

249. id. A k6pzetes szdmok elm^lete Bolyai 

Jdnos hdtrahagyott irataiban. 

— Mathem. 6s Term. tud. ^rtesfto. 
XVII. 

Idem Germanice : Johann Bolyais 
Theorie der imaginaren Grossen. 

— Mathem. und naturw. Berichte 
aus Ungarn. BdXVI p. 263 — 297. 

1900. 

250. Andrade J. Euclidien et non-eucli- 

dien. 

— Enseignement Math., II; p. 298 — 
joo. 

2^1. Bonola R. Bibliografia sui fonda- 
menti della geometria, in relazione 
aila geometria non-euclidea. 

— Bollettino di Bibliografia e storia 
delle Scienze Mat., III ; p. 2 — 5 ; 

ji— 41 ;7o— 73. 

252. id. Sulla teoria delle parallele e sulle 

geometrie non-euclidee. 
ArticoloVI delle tQuestioni riguar- 
danti la geometria elementare. > 

— Bologna« Zanichelli;p. 14? — 222. 

253. Calinon A. Sur la g6om6trie nume- 

rique. 

— Rev. Phil., IL; p. 614 — 620. 

254. Enriques F. Osservazioni critiche e 

didattiche sulle questioni che inter- 
essano i postulati della geometria. 
Articolo I delle cQuestioni riguar- 
danti la geometria elementare. > 

— Bologna, Zanichelli, p. i — ji. 
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255. Gauss C. F. Grundlagen der Geo- 

metrie. 

— Gauss Werke; t. VIII; p. 159— 
268. 

256. Halsied G. B. Non-euclidean geo- 

metry. 

— American Math. Montly. VII ; p. 
123— ijj. 

257. id. Gauss and the non-euclidean geo- 

metry. 

— Science N. S. ; XII ; p. 842—846. 

258. id. Non-euclidean geometry of tea- 

chers. 

— Popular astronomy. ; 14 p. 

259. HoLDER O. Anschauung und Denken 

in der Geometrie. 

— Leipzig, Teubner; 75 p. 

260. Janssen van Raay W. H. Opinions 

de quelques g^ometres hollandais 
sur la th^orie des parall^les et sur 
ia g^om^trie non-euclidienne. 

— Casan. Relat., (2), X; p. i — 14. 

261. Mansion P. Sur le postulatum d'Eu- 

clide. 

— Enseignement Math. II ; 457 p. 

262. id. M^moires de gdom^trie g^n^rale 

analytique ; par M. Barbarin ; Rap- 
port de P. Mansion. 

— Belgique, Bull. ; p. 28—42. 

263. Pascal E. Repertorio di matematiche 

superiori. 

T, II. Cap. XX, XXI ; p. 844— 

892. 

— Milano, Hoepli. 

(Vide translationem sub No. 288.) 

264. PiERi M. Sur la g^om^trie envisag^e 



comme un syst^me purement lo- 
gique. 

— Biblioth^que du Congrfes interna- 
tk>nal de Phil. III. Logique et 
Histoire de sciences, p. 367—404. 

265. PoiNCAR^ H. Sur les principes de la 

g^om^trie. Replique h. Russel. 

— Rev. de M^taphys. et de Mor. ; 
VIII, p. 76-86. 

266. SoREL G. Le syst^me des math^ma- 

tiques. 

— Rev. de M^taphys. et de Mor. ; 
p. 407 — 428. 

267. Stackel P. Friedrich Ludwig Wach- 

ter, ein Beitrag zur Geschichte der 
nicht-euklidischen Geometrie. 

— Math. Ann. LIV; p. 49 — 85. 

268. id. Eine Zeitungsnotiz tiber Gauss' 

Stellung zur Parallelen-Lehre. 

— Bibliotheca Math. (3) ; I ; p. 27^. 

269. TiKHOMANDRiTZKY M. Sur le postula- 

tum d'Euclide. 

— Enseignement Math., II ; 385 — 
388. 

270. Wassiliew A. De spatio motuque 

(lingua Russica). 

— Moscovi8e,Annalesphysico-mathem. 
p. 1 — 13. 

Z901. 

271. Alasia C. Poligeometrognomia gene- 

rale e la geometria non-euclidea 
del Chrystal. 

— Trapani, Rivista di scienze e let- 
tere, I ; no. 5—6, p. 20 — 23 ; no. 
7 — 8, p. 19 — 21. 
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272. Barbarin P. Sur la g^om^trie des 

etres pians. 

— Bordeaux. Proc^s Verbaux. 

273. Cyon (de) E. Les bases naturellesde 

la g^om^trie d' Euclide. 

— Rev. Phil., LII ; p. i — jo. 

274. CouTURAT L. Sur les bases naturelles 

de la g^om^trie d' Euclide. 

— Rev. Phil., LII ; p. 540 — 542. 

275. Crawley E. S. Geometry : Ancient 

and Modern. 

— Popular Science Montly; p. 257 — 
266. 

276. Enriques F. Sulla spiegazione psico- 

logica dei postulati della geometria. 

— Rivista Filosofica; V. IV; p. 171 — 
195. 

277. Faggi A. Attraverso la geometria. 

— Rivista Filosofica ; T, IV ; p. j— 28. 

278. Halsted G« B. Supplementary report 

on non-euclidean geometry. 

— Science, N. S. XIV ; p. 705 — 717. 

279. id. The appreciation of non-euciidean 

geometry. 

— Science, N. S. XIII; p. 462 — 465. 

280. Lechalas G. Les bases naturelles de 

la g^om^trie d' Euclide. 

— Rev. Phil. ; LII ; p. 340. 

281. LoRiA G. Eugenio Beltrami e le sue 

opere matematiche^ § IX, X, p. 
412— 42 j. 

— Bibliotheca Mathematica II ; p. 
392—440. 

282. Mansion P. Sur la g^om^trie non- 

euclidienne chez Gauss. 

— Brux. S. sc. XXV; p. 99 — 102. 



28?. RussEL A. W. Essai surles fondements 
de la g^om^trie. 

(Translatio Franco Gallica operis 
sub No. 206 laud., a Cadenat 
conf.) 

— Paris, Gauthier-Villars ; p. X+274, 

284. Stackbl P. A nem-euklidicus geo- 

metria tdrt^nete Bolyai J&nos h&tra- 
hagyott irataiban. 

— Mathem. &Term. 6rtesft8, XVIII. 
IdemGermanice: Die Entdeckung 

der nicht-euklidischen Geome- 
trie durch Johann Bolyai. 

— Math. u. naturwissenschaftl. Be- 
richte aus U ngarn, XVII. p. i — 19. 

igoa. 

285. Alasia C. Poligeometrognomia gene- 

rale e la Geometria non-euclidea 
del Chrystal. 

— Trapani, Rivista di Scienze e Let- 
tere; II. 

286. BoNOLA R. Bibliografia sui fondamenti 

della Geometria in relazione alla 
Geometria non-euclidea. 

— Bollettino di Bibliografia e storia 
delle Scienze Mat., V; p. 32 — 41. 

287. PiETZKER Fr. Consid^rations sur la 

nature de Tespace. 

— L* Enseignement Math., IV; p. 
75—110. 

288. Pascal E. Repertorium der hoheren 

Mathematik. Bd, II. Geometrie. 

— Leipzig, Teubner. IX-l-712 p. 
(Translatio Germanica operis sub 

No. 263 laud., a Schepp conf.) 
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289. PoiNCARi H. Les fondements de la 

g^om^trie. Grundlagen der Geo- 
metrie par M. Hilbert. 

— Journ. des Savants; p. 252—271. 

290. Stackel P. Franz Schmidt. 

— Deutsch. Math. Ver. ; XI ; p. 
141 — 146. 

291. Stackel P. et KurschXk J. Boty-ai 

Jdnos 6szrev^telei Lobaischefskij 
Milddsnak a paraileldkra Yonatkoz6 
vizsg^ataira. 

— Mathem. 6s Term. Ertesit6, XX. 
p. 40 — 67. 
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Lobatschefskif s : Geometrische 
Untersuchungen zur Theorie der 
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— Math. und naturw. Berichte aus 
Ungarn XVIII. p. 250 — 279. 

292. Zeuthen H. S. Histoiredes Math^ma- 
tiques. Chap. XV. 
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sub No. 194 laudati, a Mascart 

confecta.) 

— Paris, G.-ViJlars; p. 107 — 114. 
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